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A tankonyv felépitése

A tanitasi egység

Nyomtatott valtozat bemutatasa

A VII. osztalyos Matematika tankonyv hét fe-
jezetet tartalmaz, 28 tanitasi egységet, amelyek A fejezet
megfelelnek a tantervben foglalt témakoroknek és szama
tartalmaknak. A leckéket olyan gyakorlati, inter-

Metrikus dsszefiiggések a
Qerekszagi haromszagben

ek egy ey

A fejezet
cime

aktiv tanulasi-értékelési tevékenységek egészitik
ki, amelyek elésegitik a leckékkel dsszefiiggésben
allo sajatos kompetencidk kialakitasat. A tanitasi
egységek 1-3 ora alatt feldolgozhato leckékre van-
nak felosztva.
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Cimszavakrol

Emlékezteto

El6z6 leckékben elsajatitott fogalmak és ismeretek, melynek célja, hogy logikus
kapcsolatokat teremtsiink az uj lecke tartalmaval.

Oldjuk meg figyelmesen!

Felfedezésen alapulé mintafeladatok és gyakorlatok; 1j ismeretek felismerése vagy
kovetkeztetése.

Felfedezziik fel, értsiik
meg!

A tantervben foglalt tartalmak, példak, magyarazatok, megoldasi modszerek.

Alkalmazas

Megoldott példak; a lecke fogalmai kozotti kapcsolatot bemutatdo fontosabb
matematikai eredmények; ismétlés; hétkdznapi alkalmazas.

Gyakorlati alkalmazas:

Feladatok megoldasa egyéni vagy csoporttevékenységek alkalmaval.

Feladat a portfolioba

Olyan egyéni vagy csoporttevékenységek, amelyek sordn a tankonyvi modellben

leirt Iépéseket kovetjiik.

Jegyezd meg | Uj ismeretek, megjegyzések Osszesitése; néhany alapvetd Gtlet ismétlése, vazlatok

bemutatasa, abrak.

Ne kapkod;j!
Gyakorlatok és feladatok
Ismeretfelméré

Figyelmeztetés tulajdonsagok helytelen hasznalatara, tévedési lehetdségekre.

Fokozatos nehézségi szintil, illetve a tanegység tartalmat koveto tevékenységek.
Objektiv, félobjektiv, szubjektiv itemek.

Digitalis verzié |
A digitélis valtozat tartalmazza a tankonyv teljes
tartalmat is, de 1j interaktiv feladatokat is, oktatd

Statikus AMII Rajzokat, fényképeket, statikus

diagramokat, statikus térképeket foglal

b

. .. ., magaba.

jatékokat, animéacidkat, filmeket és szimulaciokat.

Mindezek célkitizése kognitiv értéktobblet hozza- Animdcids AMII

adasa. A tankdnyv oldalai szamitogépen, laptopon, 1 b Animdciokat vagy filmeket foglal magaba.
tablagépen, telefonon megtekinthetok és tokéletes 1L

navigalasi tapasztalatot nyujtanak. A digitalis val-

tozaton navigalva at lehet lapozni a tankonyvet és

vissza lehet térni az el6z6 tanulasi tevékenység- Magas foku interaktiv oktatdi elemeket
hez. Az iskolai tankényv elektronikus valtozata- Interaktiv AMII foglal magaba (folyamatok szimulacioi,

problémamegoldas, kisérlet és felfedezés,
oktatd jatékok), melyek segitségével a
tanuld tobblettudast szerezhet.

nak tartalma hasonlé a nyomtatott valtozatdhoz,
tobbletként egy sor interaktiv multimédias tanulasi
tevékenységet tartalmaz: statikust, animaciot, in-
teraktivat.

v
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osszefliggések alkalmazasaval



g 88

Ismétlo feladatok

&8 3 1 7

Adottaz 4 = {—— — —, =, 6%:3%, (—3)0} halmaz. Hatarozd meg az AN, A Z, A\ Z halmazokat.

47 0,5 -13" 4’
. . 23, 63 . , . .
Szamitsd ki a 3 és 5 szamok kozotti egész szamok Osszegét!

frd a kijelentések mellé az I szimbolumot, abban az esetben, ha igaz, illetve a H jelet, ha a kijelentés hamis!
a) Az a=7-13+ 18 — 10 + 9 természetes szam.
b) A b=(-2)+(-3P2+(-3+2)-(—3—2)negativ egész szam.

1 5 2
c)Ac= 3 + (0,5 -3 + 0,2) : (—4 + gj racionalis, de nem egész szam.

Egy osztaly tanuloi valamely felmérdn a kovetkezd jegyeket kaptak: harom 6-o0s, négy 7-es, 6t 8-as, hat
9-es, illetve hét 10-es jegyet. Szamitsd ki az osztalynak ezen a felmérdn szerzett atlagat!

1 1 1 .
Adottak az x=2,7; y= 15 és z=——— szamok. Szamitsd ki: z - (x —)?).
Xy

4 4 |4 2 8
Mutasd ki, hogyaz n=———+| —— 0,(3 14— természetes szam.
v n=3 5500 |45

a) Hatdrozd meg azokat az x egész szamokat, melyekre igaz |x +3 |=7.
b) Hatarozd meg azokat az y egész szdmokat, melyekre igaz | 3y —2 | < 4.
Valaszd ki a helyes valaszt! Az alabbi feladatokban csak egy valasz helyes.
8.1. A 10 és 15 szam legnagyobb k6zds osztdja:

A. 25; B. 30; C. 5 D. 10.

8.2. A 10 és 15 szam legkisebb kdzos tobbszordse:

A. 100; B. 50; C. 30; D. 5.

+7

8.3. Ha a egy természetes szam és ? egész szam, akkor az a értéke:

A. 3; B.o; “7 C. 1 D. - 1.

8.4. Miutan egy sportold megtette az Gt 30%-at, észrevette, hogy még hatravan 8,4 km. Az ut hossza:

A. 10 km; B. 12 km; C. 84 km; D. 42 km.

Aza=-2-(4)ésb=-3+(-3)7-(-2) - (-4), szamok esetén szamold ki az ;l_ Z arany értékét.
-a+

Hatarozd meg az x és y raciondlis szamokat tudva, hogy 0sszegiik 67, valamint (x — 10) és y aranyanak
értéke 0,5.

Hasznalva az S = {27, 64, 102, 1234, 5532, 10010, 10°}, halmaz elemeit, hatarozd meg az
A={xeS|xi2},B={xeS|xi3},C={xeS|x:4és x/8} részhalmazokat.

o |smétld feladatok
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Mutasd ki, hogy:
a) a 2" + 2" szam oszthatd 9-cel, barmely n természetes szam esetén.
b)a4-m+ 8" szam 4-nek tobbszorose, barmely m nullatol kiilonbdzd természetes szam esetén.
¢) 3 nem osztja a 27 + 6’ szamot, barmely p természetes szam esetén sem.
1 1 1 1 1 1 1

1
Vizs'gaild meg, hogy az a = (—5 + 173 + Rj : (—5 + 9 27 + aj szam pozitiv, negativ vagy nulla.
Hatarozd meg:

. . x_ 9
a) az x természetes szamot az 1 aranyparbol.
X

3
b) az y egész szamota — = 2_y7 aranyparbol.
5 :
Hatdrozd meg az a, b és c, szamokat, tudva, hogy egyenesen aranyosak a 2, — és 3 szammal, valamint
szdmtani kozepiik 25. 2

Az a, b és c raciondlis szamok teljesitik a 3 - a + 4 - b = c — 36 egyenldséget. Hatarozd meg ezt a harom szamot, ha
a és b egyenesen aranyos 4-gyel és 3-mal szdmokkal, valamint b és ¢ forditottan aranyos 0,24-gyel és 0,01-gyel.

Oldd meg a kovetkezo egyenleteket:
a)l,3-x+2,73=2-(1,2-x-1);

b) £+i:x+7;
2 9 6
S5.x-1 2-x-3 1
c) = —.
10 6 3

Egy csoport gyerek ugy dontott, hogy a csoport egyharmada részt vesz egy siversenyen, a tobbi 14 pedig
csak szurkol nekik. Hatarozd meg a csoportban levo gyerekek szamat.

Dévid ajandékot vasarolt baratainak, Andrasnak, Karolynak és Vencelnek. Andras ajandéka pénzének
% ¢ébe, Karoly ajandéka 8 lejjel kevesebbe, Vencel ajandéka pedig 31 lejbe keriilt. Tudva, hogy az ajandékok
megvasarlasa utan Davidnak még 13 leje maradt, szamitsd ki az ajandékokra elkoltott 6sszegeket!

Egy épitkezési anyagraktarbol 22 tonna cementet adtak el, azaz a raktarban levé cementmennyiség %—ét,

masodik nap pedig a megmaradt mennyiség — -ét. Hatarozd meg a két eladas utan a raktarban maradt
cement mennyiségeét. 4

Misold a fiizetbe a mellékelt tablazatokat, majd tdltsd 7@7 7@7

ki betartva a kovetkezo szabalyt: egy sorban levo két

szomszédos cella szamtani kozepét ird a folottiik levo ’ ‘ ‘ ‘ ’ ‘ ‘ ‘
cellaba. 2 14|16 28] | 3| 5| x| 9]

Hatarozd meg az x értékét, tudva, hogy az 6sszes cella
kitoltése utan az a és b szam egyenlo lesz.

Elindulva az x szambol, elvégezve az abran feltiintetett
miveleteket a jobb oldali cellaban talalhato szamot
kapjuk, barmely titvonalon is haladjunk. Hatarozd meg
az x és y szamokat!
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Az AD szakaszon adott B és C pont esetén AB =4 cm, AC = 12 cm, AD = 20 cm. Mutasd ki, hogy a C
pont a BD szakasz felezOpontja.

Adottak az O, 4, B, C kollineéaris pontok ebben a sorrendben. Az OA4, AB és BC szakaszok hossza
egymasutani paros természetes szdmok, cm-ben kifejezve. Az M pont az AC szakasz felez6pontja és
OM =11 cm. Szamitsd ki:

a) az OC szakasz hosszat;

b) az OB szakasz N felezOpontja és az M pont kdzotti tavolsagot.

Az AOB<% és COD< csticsszogek, O € AC, valamint PO L BD, Pe Int AODZ.

Ha COP« = 133°, hatarozd meg az AOB« és BOCK.

Az AOB<, BOC<%, COD< és DOA% O pont koriili szogek, AOBx = 80°,

BOC<« =140°és CO L OD.

a) Szamitsd ki az AOC<X és AOD<« szogek mértékét;

b) Bizonyitsd be, hogy az OC félegyenessel ellentétes félegyenes az AOB< szog szogfelezdje!

Az ABC haromszog oldalai teljesitik a kdvetkezo relaciokat: AB + BTC =BC+ ATC =AC+ % =12 cm.

Egészitsd ki ugy, hogy igaz kijelentéseket kapjunk:

a)AB=... cm;

b) K o0 = --- €M
c)BACx=...5
d) ABCx=...°.

Az xOy< mértéke 120° és A€ Ox, Be Oy Nigy, hogy AO = BO. Az AO és BO felezOmerdlegesei C pontban
metszik egymast. Bizonyitsd be, hogy:

a) AOCA = BOCA; b) ABCA egyenl§ szart; c)AC| OB.

Az ABC derékszogli haromszdgben A< = 90° és AB = AC. Az A és C kiils6 szdgek szogfelez6i D pontban
metszik egymast. Hatarozd meg a kovetkez6 kijelentések logikai értékét.

a) AD || BC;

b) ADC« =100°;

¢) ADCA egyenld szaru;

d) ABD<« = CBD«;

e) ADB«x =110° 30'.

Az ABC derékszogli haromszégben AB = AC = 10 cm, A< = 120°, AD a BAC< szog szodgfelezoje, DeBC,
M pont pedig az AB szakasz felezépontja. Egészitsd ki Gigy, hogy igaz kijelentéseket kapjunk:

a) ABCx = ... °;

b) ADBx = ... % R

¢) BMD% = ... °; % ‘

d)AD=... cm;
e) DM = ... cm; v‘

f) d(M, BD). }

Az AB szakasz a C(O, r) kor atmérdje. A kor C és D pontja az AB egyenes kiilonb6zo oldalan helyezkedik
el agy, hogy BAD« =BOC< = 45°. Bizonyitsd be, hogy OC1AD!

Az DEFA haromszdgben DE =7 cm, DF =24 cm és EF =25 cm.
a) Mutasd ki, hogy a haromszdg derékszogt!
b) Ha DL a haromszdg oldalfelezdje, szamitsd ki a LEDA kertiletét.

Adott a ABC« tulajdonképpeni sz6g. Az 4 ponton keresztiil BC egyeneshez huzott parhuzamos egyenes a
sz0g szogfelezdjét D pontban metszi.

a) Bizonyitsd be, hogy 4B = AD.

b) Ha BC = DC, bizonyitsd be, hogy AC L BD.

o |smétld feladatok
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A BC egyenes két kiillonb6z6 oldalan megszerkesztjiik az ABC és DBC egyenl6 szari haromszogeketa.
BE az ABC haromszog oldalfelezéje, E€c AC, BF pedig a BCD haromszog magassaga, Fe CD.
a) Igazold, hogy BEF haromszog egyenld oldali.

. BP .
b) Szamitsd ki P arany értékét, ahol P a BC és EF egyenesek metszéspontja.

Az AB szakasz felezémerdlegesén felvesszik a C és D pontot, melyek kiilonboznek az AB szakasz
felezépontjatol.

a) Bizonyitsd be, hogy ACDA = BCDA.

b) Tudva, hogy CDB<« = 38°, szamitsd ki az ADB szdg mértékét.

Az ABC és DBC deré¢kszogl haromszdgek, A« = D« =90° és E a BC szakasz felezOpontja.

a) Bizonyitsd be, hogy az AED haromszog egyenlo szaru, tudva hogy 4, E, D pontok nem kollinearisak.
b) Ha AD1 BC, mutasd ki, hogy ABCA = DBCA.

Felvessziik az MNP haromszog MA oldalfelezdjén azt a B pontot, melyre AB =3 cm, BM = 6 cm.
a) Ha NB N MP = {C}, mutasd ki, hogy CM = CP;
b) Ha PB N MN = {D}, mutasd ki, hogy PD =3 - BD.

Az 4B és CD kongruens szakaszok E pontban metszik egymast, £, AE =3 cm, AB=6 cm, CE = L CD.
Bizonyitsd be, hogy: 2

a) AEDA = CEBA;

b) AC || BD.

Az A, B, C kollinearis pontok ebben a sorrendben. Az AB egyenes ugyanazon oldalan felvessziik a D és E
pontot, amelyre DALBC, DA= BC és EC1AB, EC = AB.

a) Mutasd ki, hogy ABDA = CEBA.

b) Szamitsd ki a BDEA szdgeinek mértékeét.

c) Bizonyitsd be, hogy ha BFLDEF, akkor FD = FE.

Szerkessziink olyan DEF haromszoget, melyben a DM oldalfelez6 hossza egyenld az EF szakasz fél
hosszaval, valamint DEF< = 60°.

Legyenek M és N az ABC egyenl6 oldala haromszog 4B és AC oldalainak felezOpontjai, illetve P az M
pontnak BC egyenes szerinti szimmetrikusa. Bizonyitsd be, hogy a BC szakasz felezdpontja eleme az NP
egyenesnek.

A mellékelt abran 4, B, C, D, E turisztikai célpontokat jelolnek, a szakaszok
pedig utak. Tudjuk, hogy az A4, B, C pontok kollinearisak, és BC=CD = DB = .
=800 m. Az ABD haromszdg egyenld szaru, a E pont pedig az AD szakasz "
felezGpontja. ol
a) Bizonyitsd be, hogy BE || CD. A
b) Hatarozd meg a CAD szdg mértékét.
¢) Szamitsd ki az A—B—C—D—B—-F titvonal hosszat.
Dora, Ott6 és Robert olyan jatékban vesznek részt, melyben kiilonbozo P
utvonalakon haladnak. A mellékelt abra szakaszai ezeket az utvonalakat Yoy
abrazoljak. Tudjuk, hogy ON a DOR<,szbdgfelezdje, az ON szakasz N Ng ':‘.:-C'
pontjaban emelt mer6leges az OR egyenest P pontban, és a DO szakaszt az Ay '
M felezOpontjaban metszi. ME || OR, E € DR. A jat¢k elején, a gyerekek a “M
D, O, R pontban helyezkednek el, €s a sorrendet betartva az O, P illetve £ S
pontba haladnak. o~
a) Mutasd ki, hogy Dora kétszer hosszabb tavolsagot tesz meg, mint Ott6. -
b) Mutasd ki, hogy Robert az R — D utvonal felét tette meg. Lo \a

Szamitsd ki az alabbi rajzon q, b, ¢, d, e, f szimbolumokkal jelolt szogek
mértékének 0sszegét.




Valos szamok halmaza

1.1. Természetes szamok négyzetének négyzetgyoke.
Pozitiv racionalis szam négyzetgyokének kozelitése

1.2. Irracionalis szamok. A valés szamok halmaza

1.3. Tényezok kiemelése a gyokjel aldl. Tényezdk bevitele gyokjel ala

1.4.Valos szamok abrazolasa a szamtengelyen kozelités segitségével.
Valés szamok 6sszehasonlitasa és rendezése. Valos szam modulusa

1.5. Miiveletek valos szamokkal. Tortek m/E alaku nevezéjének
gyoktelenitése.

1.6. n valds szam sulyozott szamtani kozepe, n > 2. Két pozitiv valos szam
mértani kozepe.

1.7. x*= a alaka egyenletek, ahol a valés szam.

Sajatos kompetenciak:
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Természetes szamok négyzetének négyzetgyoke.

Egy pozitiv racionalis szam négyzetgyokének kozelitése

Természetes szamok négyzetének négyzetgyoke

Emlékeztetd ~

Szamhalmazok Példak
N= { 0,1,2,3,.... }a természetes szamok halmaza; 7eN,7€Z,7€Q
7. = { w—3,-2,-1,0,1,2,3, ... }az egész szamok halmaza; -7¢N,-7e€Z,-7€Q
a
g ionalis s74 1 1 1
Q { b a,beZ,b+ 0} a racionalis szamok halmaza. > ¢N,~¢Z, —eQ
NcZcQ

Hatvanyokra vonatkozé szamitasi szabalyok
Ha a,beQ", valamint n, p € Z akkor:

3
a’-af =a"? (( 1)3) =(—1)3'2=(—1)6=1
5

. (%T ( T 34 () -2

a":b" =(a:b) (0,6)":2* =(0,6:2)" =0,3* = 0,09
Négyzetszamok
Az x € N szamot négyzetszamnak nevezziik, ha létezik 49 négyzetszam, mert 49 = 72
olyan n € N szam, melyre igaz hogy x = n’. 256 négyzetszam, mert 256 = 167

J

Oldjuk meg figyelmesen!

a) Keressiik meg azokat a természetes szamokat, melyeket négyzetre emelve a kovetkezé eredményeket
kapjuk: 16, 49, 225. Talalgatassal kapjuk, hogy: 4> =16, 7> = 49, 152 = 225.

b) Hatarozzuk meg annak a négyzetnek oldalhosszat, melynek teriilete 144 cm?.
T= I és T =144 cm?. Tehat /> =12%, azaz [ =12 cm.

Fedezziik fel, értsiik meg! Példak

Ertelmezés Legyen x € N, négyzetszam. Az n természetes J25=5 ,mivel 5 € N és 25 =52

szamot az x szam négyzetgyokének nevezziik, ha x = n?. V81=9, mivel 9 & N és 81 =92,
Igy irjuk: Jx=n. Igy olvassuk: négyzetgyok x egyenlé 7. V0 =0, mivel 0 € N és 0 =02,
Az n természetes szamot az x szam masodrendii gyokének V529 =23, mivel 23 € N és 529 =23~

is nevezhetjik.



Azt a miveletet, melynek sordn az x € N négyzetszamnak megfeleltetiink egy olyan n € N
szamot, melyre igaz, hogy x = n*, négyzetgyokvonasnak, vagy gyokvonasnak nevezziik.

negyzetszam Négyzetszamok Négyzetgyokok
295 = 152 V225 =15
25=52
256 = 162 V256 =16 négyzetszam
289 =172 V289 =17 ~— N\
o 5 25
324 =18 324 =18 w___~
s 361 = 192 V361=19 négyzetgyske
400 = 20° V400 =20
négyzetgyske 441 =217 V441 =21
Alkalmazas
2
177 =17; V20197 =2019; V5° = ,/(53) =5 =125; Kovetkeztetés:

J(38:7+98:14)> =38.7+98:14;

J22018 _ /(21009)2 _ 1009, W: /(22 .3)2 _J122 =12

Altalaban, egy négyzetgyokvonast tartalmazo kifejezésben elébb
a négyzetgydvonasokat végezziik el, majd az 6sszeadas, kivonas,
szorzas, osztas, hatvanyozas miveletét.

Mégis, néha a négyzetgyokvonast mas algebrai miivelet
elvégzése utan is elvégezhetjiik.

a) V2544 =5-2=10 és V25-4 =100 =10, azaz

J25 -4 =254
WIZ5 15 340 [25_ 53 e, V25 _ 25
J25 5 25 J25 25

¢) V1600 =~/16-100 =16 -+/100 =4-10 =40
1600 V1600 40

49  Ja9 7

\/Ezn & x=n2,ah01neN

Tehat \'n” =n barmely n € N esetén.

V36 +4100:4/25=6+10:5=8
V4 2
J64 -9 +25"" =8.3+5% =49

Igazak az alabbi osszefiiggések:

a) Vx-\[y =[x-y barmely
x, vy € N négyzetszamok esetén.
Jx _[x , .
b) ——=,/—,y#0barmely x,y € N',
NEER'Y

négyzetszam esetén.

C) Xy =\/;-\/;, x,y € N négyzet-
x x
szdmés [—=——=,y#0
y Ay
x, y € N négyzetszam esetén.

e \alds szdmok halmaza
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2 (D

Ne kapkod;j!

Feltehetjiik a kérdést, hogy az dsszeadas €s kivonas esetén is igaz-e az elobbiekhez hasonld Osszefliggés.

Hasonlitsuk 6ssze az alabbi eredményeket:

J16+9=425=5¢s V16 +J9=4+3=7
J169-25 =144 =12 ¢és 169 =25 =13-5=38

J16+9 ¢\/ﬁ+\/§
J169-25 =169 —/25

Kovetkeztetés: /x+y ¢és Jx + \/; nem egyenlé barmely pozitiv racionalis szam esetén.

Jx—y és Jx - \/y nem egyenld barmely pozitiv racionalis szam esetén.

Jegyezd meg!

Ha x négyzetszam, akkor azt az n
természetes szamot, melyre igaz
az x = n? dsszefliggés, az x szam
négyzetgyokének, vagy az x szam
masodrendi gyokének nevezziik.

Jelolés: \/; =n.

2 : (.
Jx=n < x=n , ahol x € N négyzetszam és n € N.

\/;.\/;: [x-y; %:\/E,y;to,aholx,yeN
y Y

négyzetszamok.

\/an,aholneN.

.

J y Gyakorlatok és feladatok

n a) Ird le az 6sszes 700-nal nagyobb és 1000-nél
kisebb négyzetszamot!
b) Ird le az osszes 123 és 321 kozotti négyzet-
szamot!
E Vizsgald meg, hogy az aldbbi szamok koziil
melyik egy természetes szam négyzete:
Indokold a valaszt.
a) 64, 100, 140, 333, 1000000
b) 24,4%- 9,36 218, 10% 5", 6* "1, n € N.

Masold le a fiizetbe az alabbi tablazatokat,
majd egészitsd ki az {ires cellakat, ahol x
természetes szam.

X 4 1 0|2 7|11

a)

xz

x> | 9 | 36[400| 0 |121] 49
b)

X

ﬂ Hatarozd meg az alabbi kijelentések logikai értékét!
D W4 =2;
pyN121=115

D3 \Ja® =a, barmely a € N esetén;
pa V112 =115

Ds :\/072 =c, barmely c € Z esetén;
Pe i N100-b* =10-b*, barmely b € Z esetén.

Hatarozd meg az n természetes szamot a kovet-
kez0 esetekben!
a) n*=81; b) n? =169; ¢) n* =900; d) n*> =441.
Bizonyitsd be, hogy x négyzetszam és szamitsd
ki \/x értékét!
a)x=19-9+19-10;
b) x =21 - 210,
c¢) x =200+ 199 - 200;
d)x=n+n-(m-1),neN%

42-43+43-44

e) x=+/441+ —

f) x_3n+2_3n+1_2.3n
3}’!

,neN.



BA ) syamitsd ki x =92 + 122, majd +x értékét;

b) Szamitsd ki y = 257 - 72, majd [y éreket;
¢) Szamitsd kiz=132+2 - 13 - 17+ 172,

majd vz érteket.

a) Egészitsd ki a hidnyzé részeket olyan termé-
szetes szamokkal, melyekre érvényesek az
egyenloségek:

2234 = ()5 2234 5= (...
2100 284 = ()220 52=(...)

b) Szamitsd ki: \142; \7*; Va2, aeN;

c¢) Az a) alpont eredményeit hasznalva szamitsd
kil 2234, {27355

m frd le mindegyik gyokjel alatti szamot mint egy

természetes szam négyzetét, majd végezd el a
szamitasokat:

a) V1156 ++/3249 —/1296
b) /1936 +%\/3844
¢) 1,5-1/4900 — /46656

a) Adott:
A=1+2+...+10+10 - 2°+23 ++2%+2%),
Bizonyitsd be, hogy 4 négyzetszam és

szamold ki /4 -t.

b) Adott a kdvetkezd szam:
B=1+3+5+...+19. Bizonyitsd be, hogy

B négyzetszam és szamold ki JB .

e \alds szdmok halmaza

¢) Adott a kovetkez6 szam:
C=1+3+5+...+2n-1),n e N".
Bizonyitsd be, hogy C négyzetszam ¢s sza-

\/2100 984 \/26 .52

n Adott az 4 = {576, 484, 2025, 1600, 2500,

mold ki+/C -t.
3600, 1521, 729, 529, 2116} halmaz. i I - o
a) Bontsd primtényezdk szorzatira az A halmaz P'r'obalkozassal ellendrizd az alabbi
kijelentéseket:

elemeit, majd ird fel ezeket a szamokat szor-
zatok négyzeteként!

b) Az a) alpont eredményeit hasznalva szamitsd
ki az A halmaz elemeinek négyzetgyokét!

a)Haa, b € N*, akkor Va® +b*> #a+b.
b)Haa, b e N*, a> b, akkor Va> —b? #a—b.

Racionélis szamok négyzetének négyzetgyoke

Emlékezteto

Az el6z6 leckébdl tudjuk, hogy:

,/x-y:\/;-\/; \/%:%,y;to \/n72:n Jx=n & x=n ahol x és y négyzetszamok,

neN.

Azx=0esetén Vx =0 =0.
Vizsgaljuk meg, hogy 1étezik-¢ Jx,hax pozitiv racionalis szam. E16bb azokkal a racionalis szamokkal foglalko-
zunk, amelyek pozitiv racionalis szamok négyzetei.

Oldjuk meg figyelmesen!

Egy négyzet teriilete 1,69 m?.
Hatérozd meg a négyzet oldaldnak  II. megoldas. Gydkvonas segitségével: 7_=I,T_=1,69 cm®.
hosszat! o 13
Tehat 2= 1,69, azaz [ =./1,69 =, | — =—

100 10

Masképpen: > = 1,69, tehat [ =/1,69 = 1,3 =1,3=7/=1,3cm.

I. megoldas. 7_=P,T_=1,69 cm® Tehat > = 1,3* , azaz /=1,3 cm.

=1,3=1/=1,3 cm,




E Fedezziik fel, értsiik meg!

é Ertelmezés Négyzetre emelés
=S Az x pozitiv racionalis szam négyzetgyokének nevezziik azt az a pozitiv racionalis ~—\

= szamot, melyre igaz, hogy x = a. 12 L44

~ foy irjuk: x =a ~

¢ gy Huk: ) Négyzetgyskvonas

A. Hatarozd meg kétféleképpen a kovetkez6 négyzetgyokoket: a =+/1,44 és b =./0,0025

1) a=+1,44= 13 V14 _12_ 15 2) a=144=(12) =12

b =4/0,0025 =,/(0,05)" =0,05
" _ 5 s V00023 =(009)

b=4/0,0025 = - )
10000 /10000 100

Megjegyzés. Fontos, hogy az elénydsebb modszert valasszuk.

B. Eszrevehetd, hogy hasonloan lehet négyzetgyokot meghatarozni akkor is, ha a szam végtelen szakaszos
tizedes tort forméjéban van megadva.

17— \/ _4 \/3361 336 Jsozs 121 _11
JL(7 / / és ((3,36(1 .
E 900 V36 6

Emlékezteto

\
Az x € QQ szam abszolut értéke: Példak
|x|= x, hax=0 x=3,5>0:>|x|=x=3,5
—x, hax<0
x=-4<0 > |x|=—x=—(—4)=4
W,
:am:l Fedezziik fel, értsiik meg!
. 5 . . L Kovetkeztetés:
Tudjuk, hogy \/n_ =n, barmely n € N esetén. Mit jelent
\/x—z, hax e Q. \/x_2 = x, barmely x> 0 esetén;
Néhany példa:
2 z .
= 1.5 aldar \/x_2 _ /1’52 —2.25=15=x; \/x7 = —x, barmely x <0 esetén.
* hax=-1,5 akkor -x = —<(-1,5) = 1,5, tehat Altalanosan igy irhatjuk:
2 2
Vi? = J(-1,5) = /2,25 = 1,5 = —x
( ) \/x_2 = |x| , barmely x € Q esetén.
Alkalmazas
a) Kiszamitjuk a/x? értékétx =895 : 4 esetén. b) Kiszamitjuk a Vx> értékét, ha x=2,7—9:2
ElSbb elvégezziik: x = 8,9 — 1,25 =7,65. Elébb elvégezzikk: x=2,7—-4,5==-1,8.
Mivel x > 0, alkalmazzuk a \/x72 = x képletet, és azt Mivel x < 0, alkalmazzuk a \/;2 = —x és képletet:

kapjuk, hogy Vx = /(7,65)> =7.65. V2 = J(-1.8) =18,

Ha az x racionalis szamr6l nem tudjuk eldonteni, hogy pozi-

[2 _ . e BT s .
tiv vagy negativ, akkor az altalanos képletet hasznaljuk. r= |x | , barmely x, racionalis szam esetén.



¢) Hax=2-12:04akkor Vo’ =[x é& [ =]2~12:4.
Elvégezziik a sziikséges muiveleteket:

\/x_2=|x|:|2 =[2-3]=|-1] =1
Alkalmazas

a) J1,44-49=1,2-3=3,6 és \/1,44-9=./12,96=3,6  Igazak az alabbi Ssszefiiggések:

a) Jx \/; =,/x-y ,hax,ykét racionalis szam

négyzete esetén.

=
'S
.[;

=0,4 és 0,16 =0,4 b) % = \/% , ha x, y két racionalis szam
Y

\O

négyzete, y # 0.
Jegyezd meg!

Ha x egy racionalis szam négyzete, akkor azt az a pozitiv racionalis szamot, melyre igaz, hogy
x = a2, az x szam négyzetgyokének vagy az x gyokének nevezziik. igy irjuk Jx=a.
Barmely olyan x és y szam esetén, mely racionalis szam négyzete, igaz, hogy:

Jx -y =xy és%=\/§,y¢0. Ja* =

J @ Gyakorlatok és feladatok

n Hatarozd meg a kovetkez6 kijelentések logikai B Masold a fiizetbe az alabbi tablazatokat, majd

ertekét, majd egészitsd ki a mondatokat, hogy t6ltsd ki mindkét tablazat iires cellait tudva,
igazak legyenek: hogy a egy pozitiv racionélis szam.
p, 100 =10 P, V400 =-20 a) ) 5 1
T a |21 1] 0 |0251,3)| 2> | 2
ool by J196 =14 3 41 3
36 6 e
25 7 9
D /_=_ P J20,25 == b) 4
N4 o 6 2 2 |1 2,25 1015 1213 0,4)°
9 49 4 \4

p,: /0,09 =-0,3 .1 40,0676 =%

a) A fenti kijelentések koziil az igaz kijelentések \/—2
a kovetezok: . a

b) A fenti kij elentesek koziil a hamis kijelentések n
a kovetezok: .

hogy:
BE¥ Adottaz M= {1 44,36 4 316 1,(7 )} &

25716
) a) m=1+4/0,09 és n=2—
halmaz. Hatarozd meg a

Szamitsd ki az m és n szamok Osszegét tudva,

49

P:{x|x:\/;,yeM}halmazelemeit. b) m :%+\/: és n=0,6-1/6,25. /

e \alds szdmok halmaza



= B <imisdki b) n?=169 és n>0;
t k ’
= Szam‘ sd ¢) n2 =900 és n < 0.
= 169, [625. |3
E 2) 229" V300 BN Adottaz A={-3,-2,-10,1,2} . Hatirozd meg
> a kovetkez6 halmazok elemeit:
= b) ’1— / \/ \/ _ 2
% 100 B—{n‘n—x ,xeA}
¢) /0,81; \/0,16; J1,96; J4,41; 20,25 Cz{m‘ m=ln neB}
) f /34 50 / P4 KN Masold a fiizetbe az alabbi tablazatokat,
3.4 ’ 72 +247 majd toltsd ki ezek iires cellait tudva, hogy a
nilis szamot felsl. Hasonlitsd & b
BN Masold a fiizetbe az alabbi tablazatokat, majd raciondlis szdmot jelol. Hasonlitsd Sssze a b)

alpontnal kapott értékeket a 2. feladatbeliekkel.

toltsd ki ezek iires cellait tudva, hogy x egész
szamot _]elol a) a 1 -1 0 _0’5 0,5 é _ 2

a)| x | 2 |-17| 12 | 2| 17 | -12 4 4

X
b 2 [16] 1 |49 ] 0 |121] 36
x L] Il b) | &

1 1 !
2,25 107 o | L (3 (0,4)°
49 4

2
0
— \o|>_‘

g n Hatarozd meg az n egész szam értékeit az \/¢72

alabbi esetekben:
a) n*=81;

Pozitiv racionalis szam négyzetgyokének becslése

Emlékezteto ™

Pitagorasz tétele. Barmely derékszogli haromszogben Az ABC haromszdgben m(:cf) =90°, és
az atfogo négyzete egyenld a két befogd négyzetének
Ssszegével. igaz a BC? = AB?> + AC? bsszefiiggés.
Példak
Haa, b e Q, akkor a<b < a’ <b’. a) A Baneasa-erdében levo fak
mennyis€gét par szazezerre
* A becslés egy mennyiség kozelitd meghatarozasat jelenti, becsiilik.

ha az adatok hidnyosak vagy nem pontosak. b)
Mig a megkozelitésnél ismerjiikk az eltérés maximalis
mértékét, a becslés esetében nem tudjuk, hogy milyen kozel

A fovaros lakossagat tobb, mint
kétmillidra becsiilik.
c) A célig hatralevé tavolsagot 5 km-re

vagyunk a pontos értékhez. >
becsiilik.
+ Ha egy szamitas soran a hasznalt szamok megkézelits = d) Tizesekre, hiannyal valo megkozeli-
értékeit hasznaljuk, akkor a helyes eredmény becslését tést haszndlva a 16,2 +
kapjuk meg. + 32+125,7 szamitas eredménye 160.

A helyes eredmény 173,9.
V3
%




Oldjuk meg figyelmesen!

e \alds szdmok halmaza

Feladat Sara: Sziikségiink van kevesebb, mint 309 Iejre.

Séra és Noémi vasarolni mentek Csilla Noémi: Sziikségiink van tobb mint 291 lejre.
névériikkel. Harom, egyenként 32,9 lejes mértani CSjHW En azt mondom, hogy koriilbeliil 304 lejre van
felszerelést, ot doboz, egyenként 19,29 lejes sziikségiink.

A pénztaros bevezeti a termékek arat, kinyomtatja a
szamlat, és kijelenti: 300,15 lejt kell fizetni.

Hogyan magyarazhato, hogy az 6sszegek nem egyez-
nek meg? Hibazott valaki?

filctollat valamint tiz, egyenként 10,54 lejes
flizetet vasaroltak.

Ahhoz, hogy megértsiik a ndvérek valaszainak logikajat, gondoljuk végig a kovetkezo 1épéseket:
Kiszamoljuk a fizetni valo osszeget: S =3-32,9 +5-19,29 + 10-10,5 = 300,15 (lej) =l

Felbecsiiljiik az osszeget, gy, Felbecsiiljiik az 0sszeget, gy, Felbecsiiljiik az 0sszeget, gy,
hogy az arakat egységekre hogy az arakat egységekre hiannyal hogy az arakat egységekre B
tobblettel kozelitjik: kozelitjiik: kerekitjiik:

32,9=33;19,29 =20; 10,5 = 11. 32,9=32;19,29=19; 10,5 = 10. 32,9=33;19,29~19; 10,5 = 11.
S=3-33+5-20+10-11=309 S=3-32+5-19+10-10=291 S=3-33+5-19+10-11=304
Megjegyzés: Mindegyik novér helyesen becsiilte meg az sszeget, csak kiilonb6zé modon. A helyes

valasz legkozelebbi becslése az, amelyet a tagok kerekitésével kaptuk meg. Néha elényos, ha mindegyik
tagot hiannyal vagy tobblettel valo kozelitéssel adjuk meg. A becslések nagyon fontosak a hétkdznapi
tevékenységekkel kapcsolatos feladatokban. Ezek segitenek, hogy eldonyos gyakorlati dontéseket hozzunk.

Gyakorlati alkalmazas: D C

1) Beosztasos vonalzo segitségével szerkeszd meg az ABCD négyzetet,
melynek oldalhossza 1 dm.
2) Szerkeszd meg az AC atlojat.

3) 1ird fel az ABC derékszogii haromszogben Pitagorasz tételét. A B

4) Figyelmesen mérd meg az AC szakasz hosszat, « AC az ABC haromszog atfogoja, AB=BC =1 dm,
hasznalva a beosztasos vonalzot. Jegyezd le a tehat: BC? = AB* + AC?, vagyis AC*=1+1=2.
mert érteket deciméterben, €s hasonlitsd 6ssze a < Figyelmesen megmérve az AC szakasz hosszat 1,4
szomszéd osztalytarsaid értékeivel. dm-hez kozeli értékeket kapunk.

Fedezziik fel, értsiik meg!

Az AC? = 2 egyenlGség azt jelenti, hogy 1étezik egy olyan szam (még nem ismerjiik), melynek négyzete 2. Mivel
az AC egy szakasz hossza, igy AC > 0. Azt mondjuk, hogy AC = J2.

Meérésekbol megallapithato, hogy a V2 szam értéke 1,4-re becsiilhetd.

Felmeriil a kérdés: hany tizedes jegye van még? Meghatarozhat6 az 9sszes?

Az aladbbiakban né¢hany valaszt kaphatunk e kérdésre:

1’=1 <2<4 =%
Ha +/2 = ¢, akkor ¢*=2. 14=19  <2<225 =15 |Z|
. r1s , . 1,412=1,9881 <2<2,0164 =1,422
A q szamot probalgatassal keressiik. 1,414% = 1,999396 < 2 < 2,002225 = 1,415?

A probalgatasok alapjan arra a kovetkeztetésre jutottunk, hogy nem kaptunk elegendd informaciét ahhoz, hogy

meghatarozzuk a ¢ racionalis szamot, viszont elég kozeli értékeket talaltunk. Azt mondjuk, hogy a J2 szamot
fel tudjuk becsiilni. A fizikdban racionalis szdmok négyzetgyokének meghatarozasara, altalaban szazadokra, B
hiannyal val6 kozelit6 értékeket hasznalnak.

Példak: 2 ~1,4; 3 ~1,73; /5 ~2,23.

Barmely x>0, raciondlis szam esetén létezik a \/;

, . \/;:n<:>x:n2,aholn20
négyzetgyoke.



Alkalmazas

Gyakran sziikséges a négyzetgyokot megkozeliteni egy természetes vagy egy pozitiv raciondlis szammal.
Ahhoz, hogy az x pozitiv racionalis szam négyzetgyokét természetes szammal megkozelithessiik, kozrefogjuk
két, egymasutani négyzetszammal n> <x <(n+ 1)>, n € N.

o \alds szdmok halmaza

El6fordulhat, hogy x négyzetszam, és akkor x = n%, valamint Jx =n.

Példa.
Han*<x<(n+1)% n e N, akkor n<Jx<n+l. Ha x =73 akkor 64 <x<81 < 8 <x<9?
Ha 0 <x <100, sakkor x-et az ismert négyzetszamokkal o 8<Jx <9 = Jx~8 vagy Jx ~9.

hasonlitjuk 6ssze.

Példa.

Ha 10? < x < 1007, vagyis 100 < x < 10 000, Ha x = 5413, akkor keressiik a \/; természetes szammal kozelitett

akkor x ~ab. Az a szAmjegyet (tizesek)  értékét. Mivel 102 <x <1002 = 10< Vx <100 = x = ab.

az el6z6 eljaras alapjan kapjuk meg abbol a  Toroljiik az x utolsé két szamjegyét, és a kapott szamot (54)

szambol, amit az x utols6 két szamjegyének  kozrefogjuk két, egymasutani négyzetszammal:

(tizesek, egyesek) torlésével allitunk eld. 49 <54 <64 = 72 <54 <82 azaz a = 7. Tehat 70 < Jx < 80.
Cal Ezutin az egyesek szamjegyét probalgatassal  \fivel 54 kozelebb all 49-hez, mint 64-hez, ezért \/x ~70.

kapJ‘%‘ meg. Ajanlott, hogy b = 5 értékkel  Bizonyos gyakorlati alkalmazasokban ez a becslés elegendd,

ez vagyis /5413 = 70. A tovabbiakban megkeressiik az egyesek

szamjegyét is. Ha b = 5 akkor ab~ =75% =5625> x. Hab =4 akkor ab_ =742 =5476 > x.
Ha b =3 akkor ab  =73% =5329 < x. Tehdt 73> <x < 74> = 73 <+Jx <736s /x ~ 73 vagy vx ~74.

Ha az x szam 5 vagy 6 szamjegybdl all Példa.
(vagyis 10* <x < 106), akkor Jx ~ abe. Ha x = 317 492 akkor keressiik a ~/x szazasokra
kozelitett értékét. Torolve az utolsd négy szamjegyet,

£\ RIS (G PR 6 B G el a kapott szamot (31) kozrefogjuk két, egymasutani

keressiik meg tordlve az x szam utols6 négy négyzetszammal: 25 <31 <36 = 52 <31 < 6. Tehata
szamjegyét (egyesek, tizesek, szdzasok, ezresek). szézasok szdmjegye a = 5 és 500 < /x < 600.

Ha sziikséges a tobbi szamjegyet probalgatassal Mivel 31 a 36-hoz all kozelebb, mint 25-hoz, azt
keressiik meg. irhatjuk, hogy Jx = 600.

Mégis, nagyon nagy szamok esetén javasolt a szdmologép illetve a négyzetgyokvonas algoritmusanak
E hasznalata. A négyzetgyokvonas algoritmusanak hasznalata sok ideig hasznos volt, mig meg nem jelentek
alkalmasabb szamitasi eszk6zok.

Példa.
Kozelitsiik v/x értékét, ha x = 93,4.

¥ ’ \/; Mivel 81 <934 < 100 = 9 < (/93,4 < 10 =
x:mﬁ,aholy,neN,tehat\/i:W. :\/@%9 vagy \/mylo.
Ha tizedes pontossaggal szeretnénk kozeliteni, akkor:
ﬁ#% = “913040 és \/9340 ~ ab .

Toroljiik az 9340 utolso két szamjegyét, €s a kapott 93 szamot kdzrefogjuk két, egymasutani négyzetszammal:
81 <93<100=9*<93<10% azaza=09.

Hax e Q, véges tizedes szam, atalakitva igy irhato:

A \/; kozelitését a fenti folyamat alapjan végezzik.

Hab =5, akkor ab =952 =9025 <9340, Tehat 967 <9340 <97° = 96 <9340 <97 =
Ha b =6, akkor ab =96 =9216 <9340, V9340 ~ 96 vagy /9340 ~ 97, valamint

\Ha b=7, akkor ab_ =972 =9409 > 9340, V93,4 9,6 vagy /93,4 =9,7.
20



Feladat a portfélioba

1. Vagj ki papirbdl egy 1,5 dm oldala négyzetet. Jelold ABCD-vel.

2. Még vagj ki papirbol egy 1 dm oldalu négyzetet. Jelold EFGH-val.

3. Tedd egymasra a két négyzet kdzéppontjat, szurd at és rogzitsd egy tiivel.

4. Tedd a nagyobbik négyzetet rogzitett helyzetbe a padra/asztalra, majd forgasd az
EFGH négyzetet a tii koriil (1asd a mellékelt abrat).

5. Kovesd figyelmesen a kisebbik négyzet csticsait, és vedd észre, ha ezek athaladnak a

nagy négyzet oldalain.

6. Indokold valaszod, hasznalva egy gyokmennyiség becsiilt értékét.

Y

Jegyezd meg!

£l 1dm
" 15dm
B C

hianyosak.

* Ha egy szamitas soran a szamok megkozelitd értékeit hasznaljuk, akkor a helyes eredmény becs-

1ését kapjuk meg.

« Barmely x > 0 racionalis sz4m esetén 1étezik a \/x négyzetgyoke.
* Az a >0 esetén \/; =a akkor és csakis akkor, ha x = a°.

*Han?<x<(n+1)%, n € N, akkor n<Jx<n+l. Ha leo%aholy,n e N, akkor \/_zﬁ

* A becslés egy mennyiség kozelitd6 meghatarozasat jelenti, ha az adatok nem pontosak vagy

~

10" J

:

. J x Gyakorlatok és feladatok

Sandor hazafele egy olyan

négyzet alaku parkon halad at,
melynek oldala 120 m. Az dsvény,

melyen halad egybeesik a négyzet

atlojaval. Kozelitsd természetes
szammal a parkban megtett tavolsagot,
méterben kifejezve.

Egy szereld csapat fel szeretne

jutni az épiiletnek 4 ponttal E E E
jelolt erkélyére, amely 15,8 m 4/looo
tavolsagra van a foldtdl. E E E
A szerelOk egy létrat helyeznek oo
el a B pontba, mely 4,2 m _
tavolsagra van az épiilettol. B

A csapatnak van 10 m, 18 m illetve 25 m
hosszu kinyithato 1étraja. Ezek koziil melyik a
célnak megfelel$?

Adottaz A= {\/19 . —/300, —\/144}
halmaz. Az 4 halmaz mindegyik x eleme esetén

hatarozd meg azt a legnagyobb egész szamot,
amely kisebb, mint x, vagy egyenld vele.

Adott a

B= {\/5, - 36036, —\/789,1} halmaz.

12
A B halmaz minden eleme esetén hatarozd meg

azt a legkisebb egész szamot, amely nagyobb
nala, vagy egyenl6 vele.

Toltsd ki az alabbi celldkat két-két egymdsutani
egész szammal gy, hogy igazak legyenek a
relaciok:

a) <2< | o <J1234< |

b |<-V123<| | &) |<-J600<| |

Hatarozd meg a kdvetkez6 halmazokat:
A={xeN| 3<J}<4};

B={xeN|-6<Vx<-5;
C={xeN|[10,5<x? <50,1};
D={rez|23<x*<32}.

Hatérozd meg a~/n” +n, aszam els6 tizedes
jegyét minden n € {1, 2, 3} szam esetén.

e \alds szdmok halmaza
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Ismeretfelméro

Hivatalbol 10 pont.

L Ird ki mindenik feladat esetében az egyetlen helyes vilasz betijjelét!
1.A 8++/8+ \/8—2 szam egyenlo:
5p |A. 8 B. 10 C. 12 D. 16
2. A 7900 \/3_6 -2 4 szarnltas eredménye:
5p |A. 1 B. C.5 D. 7
3. A 2% 49 szam negyzetgyoke:
5p |A. 14 B. 21 C. 28 D. 42
4. Az a szam azon értéke, melyre Va+7 =17 igaz:
5p |A. 10 B. 27 C. 100 D. 282
5. Adott x =, /0,(4). Akkor:
5p |A. xeN B.xeZ C.xeQ D.xeQ
[ 2 2
6.Az 4= /22 / /30 1 26 /3 ‘10 , halmaz tartalmaz:
49
S5p | A. egy természetes szamot B. ket természetes szamot
C. harom természetes szamot D. négy természetes szamot
7. Ha abcde teljes négyzet (négyzetszam), akkor v abcde -nek:
5p | A. 2 szamjegye B. 3 szamjegye C. 4 szamjegye D. 5 szamjegye van.
8. Az (a)\/m <3, (b)\/ﬁ >4, (c)\/ﬁ <3, (d)\/ﬁ >3 relaciok koziil az igaz:
5p |A. (a) B. (b) C. (o) D. (d)
IL. Ird le a feladatok részletes megolddsat!
1. Szamitsd ki:
5p a) 2/81—3/64 +4./49 —5./36.
5p ) (V36 -/64)(v100 - 144).
\1225 -1
5 c) (v225) .
i V441 ( )
2 2 2 2 . 49 9
2. Adott a=+25> —20° /5> +127 ¢és b=1/100 - % - Jo,01- 1= |
10p a) Végezd el a szamitasokat és hatarozd meg az a és b szamot!
10p b) Mutasd ki, hogy va-b természetes szam!
3. Két barat ajandékot vasarol a C, C,, C, iizletbdl.
A mellékelt abran azok az utak vannak vazolva,
melyeken a két barat jarhat. A tavolsagok C, D
méterben vannak feltiintetve.
5p a) Természetes szammal becsiilve, hatarozd
meg a C, — C, — C,utvonal hosszat, c,
méterben kifejezve! 100
10p b) Vizsgald meg, hogy a C, — C, — C, utvonal %
a legrovidebb-e C| és C, kozott!
100 120
A B




Irracionalis szamok, példak.

A valés szamok halmaza, N — 7Z — Q — R bennfoglalas.

Irracionélis szamok

Emlékezteto N\

A racionalis szamok halmaza:

a
o2

Ha x, y € Q, akkor Ha x = 3,5 és y = 0,4 racionalis szam, akkor az
Osszegiik x +y = 3,9, kiilonbségiik x —y = 3,1,

Racionalis szamok: z _—3 _—4 Q
a,beZ,b;tO}. 117 87 17 5

X X
Xty,Xx=—y,x-y,— (y;tO)eQ. szorzatuk x - y = 1,4 és hanyadosuk — = 8,75
Y ugyancsak racionalis szam. Y
Bérmel v racionalis sz < rtelmii p 280100 20 20, . —
rm zitiv racionalis szam miien — == > —— kozdn
armely po av acionalis szdm egyértelmiie 3°6°9°15° 307 300 <oZonseges torte
leirhato egy —, alaku irreducibilis tort ugyanazt a racionalis szamot jelentik, mivel
lakiaba. ah f beZ.b+0 2_4_6_10_ 20 200 valamint irreducibilis
alakjaba, ahol a, b € Z, b # 0. 3 6 9 15 30 300
alakban 2
3

Barmely pozitiv racionalis szdm egyértelmiien leirhat6 a kovetkez6 alakok egyikében:
—  véges tizedes tort: 1?7 =34
—  tiszta szakaszos végtelen tizedes tort, ahol a periodus (9)-t6l kiilonb6zo (9): % = 1,(27);

. 1
—  vegyes szakaszos végtelen tizedes tort: é =1,58(3).

Barmely véges vagy végtelen tizedes tort racionalis szam.

_ ©
35=5_7. 51328 1’(27):127 1_126° 14

_ P 14 _1583-158 1425 19
10 2 100 99 99 11 - -

1,58(3)

900 900 12

-

Torténelmi kitekintés

Pitagorasz (i.e. 580 koriil —i.e.495) gorog filozofus és matematikus.
Pitagorasznak ¢és tanitvanyainak sok fontos mértani és algebrai felfedezést
kdszonhetiink.

Emlékeztetiink a tavaly tanult Pitagorasz-tételre. Pitagorasz szerint mindennek
a szam az alapja, és véleménye szerint minden hossziisagot ki lehet fejezni
természetes szamokkal. Példaul azt gondolta, hogy egy egyenldszara
derékszogl haromszog esetén létezik olyan kelléképpen kicsi mértékegység,
hogy az atfogd hossza a egység, a befogok hossza pedig b egység hosszusagh

legyen, ahol a és b nullatol kiilonb6zo természetes szamok. ‘ b egység ‘
. : 8 a
A Pitagorasz tétele alapjan: a=5bv2 < 2 = 3
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Fedezziik fel, értsiik meg!

Kovessiik azon idok matematikusainak kutatasait, amely alapjan meg szerették volna hatarozni ezeket az a és
b szamokat. Az % tortet irreducibilisnek tekinthetjiik. Ha mégis % egyszerisithetd, akkor irreducibilis alakba
hozhatd egyszeriisités segitségével. A kapott tort ekvivalens lesz az eredetivel (ugyanazt a racionalis szamot
jelentik). Tehdt a = b2 = a®> =2b* = a* 2 = a:2 = a=2-k, aholk e N*.

Ha a=bV2 = a* =20 = (2k) =2b* =>4k*=2b* = 2k =b* =b*12 = b} 2.
Kovetkezésképpen, a : 2 és b : 2, azaz % tort egyszerlisithetd 2-vel, ami ellentmond annak, hogy az D tort

irreducibilis. Végiil belathatd, hogy nem létezik a és b természetes szam, melyre igaz, hogy V2 = %.

Kovetkeztetés: \J2 nem raciondlis szdm. fgy irjuk 2 ¢ Q.

Az eléz6 leckékben lattuk, hogy az egységnyi oldalhosszisagu négyzet atlojanak hossza V2. Prébaltuk
meghatarozni V2, értékét, de nem sikeriilt olyan pontos ¢ € Q, racionalis szamot taldlni, melyre igaz lenne
q* = 2. Az emlitett probalgatasok nem gy6ztek meg arrél, hogy V2 nem racionalis. Sziikséges volt a fenti
bizonyitas.

Hiaba 2 egy olyan szam, ami egy szakasz hosszat jelenti, mégsem az altalunk ismert szamok valamelyike,
azaz nem racionalis szam. Ez azt jelenti, hogy kell 1étezzenek a racionalis szdmokon kiviil mas szamok is.
Ezeket irraciondlis szamoknak fogjuk nevezni.

Mivel /2 irracionalis szém, ez nem irhat6 le véges vagy végtelen szakaszos tize-
des tort alakjaban. Szdmologépet hasznalva meg tudjuk hatarozni tobb tizedes jegyét:

V2 =1,414213562373095048801688... Gyakorlatban két tizedes pontossaggal be-
csiiljiik meg: V2 ~ 1,41.

\/5 irracionadlis szam.

Alkalmazas

Hasonldan, ha a 2-es szamot kicseréljiilk barmely mas A3, 5,7 primszamok, tehat 3 , J5 , 7 irracionalis

p primszdmra, bizonyithato, hogy /p irracionalis. szamok.

Altalanosan, ha n € N nem négyzetszam, akkor \/;
irracionalis.

Ha x € Q szam mnem irhato két négyzetszim
ardnyaként, akkor Jx irracionalis.

Irracionalis szdam ellentettje is irracionalis szam.

Egy racionalis és egy irracionalis szam 0Osszege
irracionalis szam.

Egy nullatol kiilonbozd raciondlis szam és egy
irraciondlis szdm szorzata irracionalis szam.

A 7 szam irracionalis.

6, 8, 12 nem négyzetszamok, tehat \/8 , \/g , \/E
irracionalis szamok.

12 3 4

7°8°5

12 3 /4. . .
—,4|= .|~ irracionalis szamok.
7 N8 \5

—\/5 , —\/_ , —\/E irracionalis szamok.

nem négyzetszamok aranya, tehat

3+\/§; 7—\/5; —9+\/§; 1,2+\/§ irracionalis
szamok.

3J2; = 745; (1,2)\/5; g irracionalis szdmok.
A m szam egy tetszOleges kor keriiletének ¢és

atmérdjének aranya.
Szazados pontossaggal kozelito értéke: m = 3,14.



Feladat a portfélioba:

Gyakorolj, igazolva, hogy a V3 , J5 , V12, \J0,7 irracionalis szamok.

Fogunk olyan irracionalis szdmokkal is talalkozni, melyek nem irhatok le gyokok segitségével. Ezeket

végtelen, de nem szakaszos tizedes szam alakjaban talaljuk.

Tekintsiik az oo = 0,505005000500005... szamot (az elsé 5-0s szamjegy utan egy 0 van, a masodik utan ketto,
valamint az n-edik 5-0s szamjegy utan n darab 0). Az irracionalis szam.

Jegyezd meg!

!J * Minden olyan szdmot, amely nem racionalis szam, irracionalis szamnak neveziink. \

nem irhat6 fel négyzetszdmok aranyaként.

irhato.

* Az x € Q szam esetén: Jx akkor és csakis akkor irracionalis szam, ha nem négyzetszam, vagy

» Egy szam akkor ¢és csakis akkor irracionalis, ha végtelen, nem szakaszos tizedes szam alakjaban

*Hag e Q" és Jx ¢ Q,, akkor—x/;, q+ \/;, q\/; irracionalis szamok. )

,’§,
J 1y Gyakorlatok és feladatok

n Adott a kovetkez6 halmaz

N L5 [8
A={ﬁ,ﬁ,2ﬁ,9+\/ﬁ,4—ﬂ,7,\/%}

a) Sorold fel az 4 halmaz racionalis elemeit.
b) Sorold fel az 4 halmaz irraciondlis elemeit.
Indokold a valaszt!

BN Tckintsiik a 0,246810... szamot (ndvekvd
sorrendbe illessziik az egymasutani paros
természetes szamokat) és az 1,010010001...
szamot (két 1-es szamjegy kozotti 0-k szama
ndvekszik, ahogy haladunk jobbra)

a) Indokold meg, hogy a fenti szamok miért irra-
cionalis szamok!

b) irj még két tizedes alakban felirt irracionalis
szamot, indokolva a hasznalt szabalyt.

B frd le az /4 irracionalis szamok halmazat, ahol
a € A, tudva, hogy:
A= {15%,25,35 47,73, 2%, (-3)%, 8, (-5)*}.
Indokold széban mindenik elem valasztasat.
ﬂ Bizonyitsd be, hogy a J8 , J76 , J193 ,
J555 , /1000 irracionalis szamok, hasznalva

annak lehetdségét, hogy kozrefogd két
egymasutani négyzetszammal. (Ha x, y € N és

n*<x <(n+ 1) akkor Jx irracionalis szam).

a) {rj harom olyan x természetes szamot, melyre

\/x +8 racionalis szam.
b) Irj harom olyan y természetes szamot, melyre

\/5—y irracionalis szam.

a) Szamitsd ki 2,7% és 2,82, majd tanulmanyozd,
hogy \/ﬁ racionalis vagy irracionalis
szam.

b) Szamitsd ki 3,24 és 3,252, majd
tanulmanyozd, hogy /10,4996 racionalis
vagy irracionalis szam.

Adottak az a = 10n + 3 alaki természetes
szamok, n € N.
a) ird le a legkisebb &t ilyen alaka szamot.

b) Bizonyitsd be, hogy Ja irraciondlis szdm,
barmely n € N esetén.
Adottak a b = 4n + 2 alaku természetes szamok,

neN.

a) Ird le a legkisebb &t ilyen alaka szamot.

b) Bizonyitsd be, hogy Jb irracionalis szam,
barmely n € N esetén.

a) Hatarozd meg a +/67ab alaku racionalis
szamokat, ahol a és b szamjegyek.

b) Hatdrozd meg a+/7cd6 alakt racionalis
szamokat, ahol ¢ és d szamjegyek.

e \alds szdmok halmaza
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A valds szamok halmaza, N = Z < Q — R bennfoglalas

Emlékezteto ™

* Léteznek irracionalis szamok. Tudjuk, hogy Nc Z < Q
* Egy szam nem lehet egyszerre racionalis és irracionalis

s7am is. { 0,1,2,3, ... NJ
 Egy racionalis szam egyértelmiien felirhaté mint véges 1,-2,3,... 7

vagy szakaszos végtelen tizedes tort, ahol a periodus 5

kiilonbszik (9)-t6l. 46,127 -5 Q
* Egy irracionalis szam egyértelmiien felirhatd mint nem \/,
2

* Barmely természetes szam egyben egész és racionalis 3eNtehat3 € Zés3 € Q

szakaszos végtelen tizedes tort.

szam is. ,
) ) ) -3 e Ztehat-3 € Q
* Barmely egész szam egyben racionalis szam is.

* Ha egy szdm nem egész, akkor nem is természetes szam. Had,6 ¢ Z, akkor4,6 ¢ N

* Ha egy szdm nem racionalis, akkor se nem egész, se nem Ha /2 ¢ Q,akkor V2 ¢ Zés /2 ¢ N
természetes szam.

Fedezziik fel, értsiik meg!

Ertelmezés: A raciondlis és irraciondlis szdmok halmazainak egyesitését a valés szdmok halmazdinak
nevezziik, és R szimbolummal jeloljiik.

J

R = {x | x racionalis szam} (J {x |x irracionalis szdm} R.={xeR[x>0}
Ertelmezziik a kovetez6 halmazokat is: R ={xeR[x<0}
* R, pozitiv valés szamok halmaza R'={xeR|x#0} =R\ {0}

* R negativ valds szamok halmaza

« R nullitél Kiilonbozé valés szamok halmaza R=R UR U0}
Ha x € Q, akkor x € R.
Az irracionalis szamok

halmaza az R\ Q kiilonbség.

Azonnal megallapithato, hogy:
* barmely racionalis szam valds szam;
* barmely irracionalis szam valds szam.

Alkalmazas

Tudva, hogy: 1) Barmely xe N=> xeZ; 2) Barmely xeZ = x€Q; 3) Barmely xe Q= xeR,
kovetkeztetjik az N < Z < (Q < R bennfoglalast.

R = R\
QU( Q) [0, 1’2,3’”. NJ R\Q
Q és R \ Q diszjunkt halmazok, azaz ) )
metszetiik tires halmaz. -1,-2,-3,... 7 \/3’ 8+\/\/§’
7
R 4,6,1,27); _2 ... Q | 45 o
[ @ [rR\Q ] 9 R




A

L5

Gyakorlatok és feladatok

n Hatarozd meg a kovetkez6 kijelentések logikai

értékét (igaz vagy hamis):

a) 4eN; f) —?EZ

b) -10 e Z; g) geR\Q;

) L el h)-3,1(5) ¢ O;

d) 5 eR\Q; ) (-7) e R\Q;
e) 0eN; J) V1296 € Q;

k) V10° +10' +10% +...+10"° e R.

Adott az

halmaz: a) ird le azt a halmazt mely tartalmazza
az 0sszes:
1) természetes szamot az M halmazbdl;
2) egész szamot az M halmazbol;
3) racionalis szamot az M halmazbol;
4) irracionalis szamot az M halmazbol.
b) Az a) alpont adatait hasznalva toltsd ki a
tablazatot:

M NN
MNZ
MNQ
MNR
Tekintsiik a B={ \/_ \/7 _?7 \/_;}U

{m; g; [22 .(_3)4; \/ﬁ} halmazt.

Egészitsd ki a hianyz6 részeket ugy, hogy igaz
egyenléséget kapjunk!
a) BAN={.}

b) BNZ= {}

&) BN(Z\N)={..)

d) BNQ={..}
©) BN(Q\Z)={.}
) BN(R\Q)={..}

n Adott a

{\/_ 1E -3 ))1;\/7}

a) Keress egy olyan D = {a, b, ¢} halmazt, mely-
re egyidejlleg teljesiilnek az alabbi feltételek:
1) A C( D halmaznak pontosan két termé-
szetes eleme van.
2) A CUD halmaznak pontosan harom irra-
cionalis eleme van.
b) Figyelembe véve a D, halmazt, hatarozzuk
meg az alabbi kijelentések logikai értékét.
p,: »D nem tartalmaz természetes szamot.”
D, »D legtobb két raciondlis szamot tartalmaz.”

Egészitsd ki az alabbi kijelentéseket az N, Z, Q,
Q", R\ Q, R szimbdélumokkal ugy, hogy igazak
legyenek:

a) Azok a szamok, melyek felirhatok két egész
szam aranyaként, elemei a(z) ... halmaznak.
b) Azok a szamok, melyek véges tizedes szam-

ként irhato, elemei a(z) ... halmaznak.

c) Azok a szamok, melyek szakaszos végtelen
tizedes szamként irhatoak, elemei a(z) ...
halmaznak.

d) Azok a szamok, melyek nem irhatok fel
két egész szdm aranyaként, elemei a(z) ...
halmaznak.

e) Ha a nem négyzete egy racionalis szamnak,

akkor vVa eleme a(z) ... halmaznak.
f) A racionalis és irracionalis szamok halmaza-
nak egyesitése a(z) ... halmaz.

Bizonyitsd be, hogy:

a) V1234 ¢ Q;

b) VI+6™ eR\Q;

c) VI11...1 e R\ Q;
%{_/

15 szamjegy
d) \/47 € Q, barmely n € N esetén.
Hatarozd meg az
E:{\/;‘ 59<x<2’, \/;eN} halmazt.

e \alds szdmok halmaza



Tényezok kiemelése a gyokjel alol.

Tényezok bevitele gyokjel ala

o \alds szdmok halmaza

Emlékezteto

7 — . birmely .0 ssed Példak
a =a, bparmely a 2V eseten
Y SN Va2=|a

,barmely a e Q \/n_z -

Va® = —a, barmely a < 0 esetén

A fenti relaciok a € R\ Q esetén is igazak.

(l—Tc)2 =—(1—n)=—l+n=n—l

\_ W,
Fedezziik fel, értsiik meg!
Kiemelni az a tényez6t a gyokjel alél azt jelenti, hogy a a) V63 =497 =19-47=3.7
Va’b kifejezést av/b alakba irjuk, ahol a, b € N'. (kiemeltiik a 3-as tényez6t a gyokjel alol).
b)  J75=v25-3=y25-43=5-43
2 kiemeltiik a 5-0s tényez6t a gyokjel alol
N a’h = a / b ( yezot a gydkjel alol)
-[ s ¢) 700 =4100-7 =100 -7 =10-4/7
(kiemeltiik a 10-es tényezot a gyokjel alol).
Ha az a kérés, hogy emeljiik ki a tényezoket a gyokjel Példak
alél, akkor \/n szamot, ahol n € N, n > 2az NG J72 =\36-2 =642
alakba hozzuk, ahol » nem oszthat6 egyetlen 1-t6l /150 = /25-6 = 56

kiilonb6z6 négyzetszammal sem.

Oldjuk meg figyelmesen!

Ahhoz, hogy kénnyen eldontsiik, hogy a gyodkjel alatti tényezdk koziil melyek négyzetszamok, hasznos a
szamot primtényezok szorzatara bontani.

J120 = V430 = 2430

2 147 =2 b)) J2450=2 ©) 216 =2
147 |3 § 2450 |2 § 216 2>
49 7> | 1225 5> | 108 |2
717 | 245 |5 | 54 2
1 i 49 7> i 27 3>
1 717 § 913
1 | 3103
3 1
147 =47° 3 - J2450=45"-7 2 - J216=427:3723
J147 =703  J2450=5.7y2=35V2 | J216=2-3J2-3=66

28



Fedezziik fel, értsiik meg!

Gyakorlatban vannak olyan helyzetek, amikor a szamitasok egyszer{ibb elvégzésének céljabol érdemes olyan
tényezoket is kiemelni a gyokjel alol, amelyek nem természetes szamok.
Gyanithatjuk, hogy a tényezok gyokjel aloli kiemelését altalanosithatjuk a racionalis, s6t pozitiv valds szamok

esetére is.

Tekintsiik a |, /% gyokmennyiséget, és kétféleképpen szamoljuk ki, hasznalva a tanult tulajdonsagokat:

illetve ,|—
25

2 Ji2 V23 23 . 12:J(2

PN RN

Megallapithatjuk, hogy mindkét szamitas helyes.

5

[5]--20

A Va®b =ab kifejezést az a tényezd gyokijel aléli kiemelésének nevezziik, ahol a >0, b> 0.

Alkalmazas

Va* b = a"\b, ahola>0,5>0, k € N".
Ha a felbontasban 2k tényezo van, amely a-val
egyenld, akkor az a* tényez6t tudjuk kiemelni a

\/a2k+1 -b = \/a2k ca-b=d"\Ja-b
Ha a felbontasban 2k + 1 tényez6 van, amely a-val

egyenld, akkor az a* tényez6t tudjuk kiemelni a
gyokjel alol, valamint a gyokjel alatt is marad egy

gyokjel alol.

Példa. /28 -5-32.7 =2*.35.7 = 4835

a tényez0.
Példa. v/27 -3* .5 =42°.2.32.3.5 =

= 23.32.3.5 =2430

Kiilén-kiilon dsszeszorozzuk a gyokjel alol kiemelt és a gyokjel alatt maradt tényezdket is.
J522 =25 =[x |5

Bt = 2 = |2 V2 = 22
V2 = V2 = |PV2 = 22 V2

Azokban az algebrai szamitasokban, melyekben
nem tudjuk, hogy az a tényezé pozitiv vagy

negativ, igy fogjuk irni va’b = |a|x/3 ,
ahola,b € R, b>0.

Példak.

a) 3v5=v32-J5=49.45-9.5-45

(bevittem a 3-as tényezot a gyokjel ala).

b) 7v2=v7*-2=49-2=498

(bevittem a 7-es tényezot a gydkjel ald).

) 0,8v5=4(0,8)"-5=0,64-5=13,2.

(bevittem a 0,8-as tényez6t a gyokjel ald)

A tényezok gyokjel aloli kiemelésével ellentétes a
tényezok bevitele gyokjel ala.

Vagyis av'b =V a’b ,ahol a>0, b> 0.

a\b = \ab
I t

Ne kapkod;j!

Haa <0és b >0, akkor avb = —Ja?-b. Példa: —2/5 =22 -5 =—/20.

* \algs szamok halmaza



o \alds szdmok halmaza

Jegyezd meg!

* Az a tényezének kiemelése a gyokjel aldl: \/% =a\b, barmely a > 0, b > 0 esetén; h
« Az a tényezének bevitele a gyokijel ala: avb = m , barmely a > 0, b > 0 esetén.

* Barmely a € R, b > 0 esetén igaz, hogy \/E =|a |\/Z

*Haa>0ésb>0, akkor \/E:ak\/z és \/aZk+1 ) =\/a2k .a-b=d"Ja-b. J

.

J ¥ Gyakorlatok és feladatok

n Egészitsd ki ugy, hogy igaz kijelentéseket

kapjunk:

a) Haa > 0 és b > 0, akkor m =...
b)Haa <0 és b >0, akkor m =....
c)Haa € R és b >0, akkor m =....
Emeld ki a tényezdket a gyokjel alol:

a) V22 -3; 2) (-3 7;

b) J3t s h) V22325,
o) 5 7; i) m;
d) V11 2; i st 322
e) \/(—2)72-3; k) (—2)2 .3%.5;
0 (-3 -5; ) J(3) 5 7.

Emeld ki a tényezoket a gyokjel alol:

a)V2'; o (-2 - (43)';
b) V3" p2.20 2% 2
c) \/ﬁ; 2) W,neN;

33.55.77; h)\/ﬁ%zTH,neN.

Emeld ki a tényezdket a gyokjel alol:

a) V12, V18,427, /32, 75, \/98;
b) /360, +/192, /150, /288, /294, \/972;

¢) 7/2250, \/2366, </3468, /9072, 4/10°, y/10'".

A miveletek elvégzése utan emeld ki a
tényezoket a gyokjel alol:

a) \/22-32+\/24-36
28 +4-4096;
o) V2534 424 3t 10435

m Hatarozd meg a kdvetkezo kijelentések logikai

értékét! Ird a fiizetbe az igaz kijelentéseket!
a) /200 = 10~/2;

b) /343 = 747,

o) Na®-b=ab,0<a,0<b;

d) W:—b\/z,b<0<a;

e) Ha 288 = 124/x, akkor x = 2.

f) Ha J675 = x\/g, akkor x = 5.
Egészitsd ki ugy, hogy igaz kijelentéseket
kapjunk:

a)Haa>0és b >0, akkor a\/—z—\/:;
b) Haa <0 és b >0, akkor alb = —/[....

Vidd be a tényezoket a gyokjel ala!

a) 24/3; d) -34/2;
b) 5V1.4; & —55;
1 . 5 [7

) 32 D25

frd mindegyik kijelentés mellé az I betiit, ha

igaz; illetve a H betiit hamis kijelentés esetén:

a) 24/15 = V/60; d) 2419 = 2% - 19;
b) 3/5 = /45; e) 677 = 7/6;

) 47 = (-4 -7, B 412 = 83,

Hatarozd meg azon x és y természetes szamot,

melyre igaz x-\/; =+/153, ahol x > 1.




Ismeretfelméro

Hivatalbol 10 pont.
I.  Hatarozd meg az alabbi kijelentések logikai értékeét:
3p | 1. Az 1,3(4) racionalis szam. 3p | 3.A /225 valos szam.
V2 B
3p | 2. A /1,(7) irraciondlis szam. 3p 2. {—7,—7,—7, cR\Q
Il.  [rd ki mindenik feladat esetében az egyetlen helyes vdlasz betiijelét!
1. Tekintsiik az 4={v1,v2,43,..,42019} halmazt!
5p |1.1. AzANQ halmaz elemeinek szdma:
A. 40 B. 50 C. 45 D. 44
5p |1.2. Az An(R\Q) halmaz elemeinek szdma:
A. 1974 B. 1975 C. 1976 D. 2018
5p |2. Adottx € N. A V77 —7-x racionalis szdm, ha:
A xe{0,1,2,3,...,11} B. xe{0,1,9} C. xe {2,3,6,8} D. x {4, 11}
S5p |3. Adotty e N. A /88—22-y irracionalis szdm, ha:
A ye{0,1,2,3} B.ye{0,1,2,3,4} C.ye{0,4} D. barmely y természetes szam
5p |4. Ha 75 =a-+/3 , akkor a értéke:
Al B. 3 C.5 D. 6
S5p |5. Tudva, hogy /500 =b- Je és tobb természetes szamot nem lehet a gyokjel alol kiemelni, akkor
b + ¢ értéke:
A. 15 B. 12 C. 13 D. 14
S5p |6. Ha ,fﬂ =£, akkor d — e értéke:
12 e
Al B. 2 C.3 D. 4
5p |7. Melyik halmaz tartalmaz csak irracionalis szamokat?
A (VIN3L.ATT) B (V24 Vi8] € (V220 2] D (V2T
I11. Tarsitsd az A oszlopbeli feladat sorszamat a B oszlopbeli helyes valasszal.
Miutan kiemelted a tényezdket a gydkjel alol, azt kaptad, hogy:
A B A B
3p |1.Haa>0, V9a° = a. —3av—a 3p 4.Haa<0,b>0, Va’b* = e.a:b?
3p |2.Haa<0, V-9’ = b. 3a 3p |5.-Haa>0,b>0, Ja* bt = f.—a-b
\/ﬁ cal 3p 2 g.—a-b
3p |3.Haa>0, Va’:a’ = d. 34 6.Haa<0,6<0, \(a+b) = |p. _a2:p
IV.  Ird le a feladatok részletes megolddsdt!
(n+1
Adotta B :{x x= M,n € N*,n<10}.
20p , ,
a) Ird le a B halmazt, elemeinek felsoroldsaval.
b) Hatarozd mega BNQ és BN(R\Q) halmazokat.

e \alds szdmok halmaza



Valds szamok abrazolasa a szamtengelyen kozelites segitségével.

A szamok dsszehasonlitasa és rendezeése. Valos szam abszolit eértéke

o \alds szdmok halmaza

Valés szamok tizedes tortek alakjaban valé kozelitése.
Valés szamok abrazolasa a szamtengelyen kozelités segitségével

E Emlékezteto ~

Az el6z6 leckékben lattunk néhany modszert egy racionalis és egy irracionalis szam (tehat egy valds szam)
értékének becslésére.

Egy valos szamnak egységekre (tizesekre, _ _Br
szazasokra, ezresekre, stb.) hiannyal valo Adott az x =+200.

kozelito értéke az a legnagyobb, csak

egységekbdl (tizesekbdl, szazasokbol, Egységekre hidnnyal kizelitve: N 200 ~ 14 mert 14 < /200 < 15.
ezresekbol, stb.) all6 természetes szam, amely

kisebb vagy egyenld az adott szammal. Tizesekre hidnnyal kozelitve: /200 =10 mert 10 <+/200 < 20.
Egy valos szamnak egységekre (tizesekre, YT

szazasokra, ezresekre, stb.) tobblettel Adott az x =+/200.

valo kozelito értéke az a legkisebb, csak , . o

egységekbdl (tizesekbdl, szazasokbol, Egységekre tobblettel kozelitve: /200 =~ 15 mert 14 <+/200 <15.
ezresekbdl, stb.) 4ll6 természetes szam, amely

szigortan nagyobb, mint az adott szam. Tizesekre tobblettel kozelitve: /200 ~ 20 mert 10 <~/200 < 20.
Egy valos szamnak egységekre (tizesekre, Egységekre tobblettel kozelitve:

szazasokra, ezresekre, stb.) Kerekitett értéke 17,39~ 17 mert 17,39 — 17 <18 - 17,39;

a szamnak vagy hidnnyal, vagy tobblettel valo 17,69 =~ 18 mert 17,69 — 17 > 18 — 17,69.

kozelit6 értéke, attol fiiggden, hogy melyik a Tizesekre tobblettel kozelitve:

szamhoz kozelebbi érték. 17,39 =20 mert 17,39 — 10 > 20 — 17,39;
14,69 =~ 10 mert 14,69 — 10 <20 — 14,69.

Abban az esetben, amikor a két fajta kozelitd Egységekre tobblettel kozelitve:

érték tavolsaga az adott szamtol megegyezik, 19,5 =20 mert 19,5 -19=0,5=20- 19,5

akkor a kerekitett érték a tobblettel valo Tizesekre tobblettel kozelitve: 395 = 400 mert

kozelitd érték lesz. 395 -390 =5 =400 —395.

Fedezziik fel, értsiik meg!

Tizedes szamok tizedekre, szazadokra, ezredekre, stb. kozelitd értékeinek meghatarozasi szabalyai a
fentiekhez hasonloak.

Tekintsiik a 12,7358 valds szamot, majd kozelitsiik tizedekre, szazadokra, ezredekre, hidnnyal, tobblettel, majd

kerekitsiik.
Igazak a kovetkez6 egyenldtlenségek:
12,7 <12,7358 < 12,8; 12,73 < 12,7358 < 12,74, 12,735 < 12,7358 < 12,736
Egy valos szamnak tizedekre (szazadokra, ezredekre, stb.) Tizedekre: 12,7358 =~ 12,7,

hlanny?l va}o kozelito e'rt’eket’ megképjuki hg tordljik az Gsszes Szazadokra: 12,7358 ~ 12,73
tizedes jegyét, amely a kivant tizedes jegyt6l jobbra helyezkedik
el. Ezredekre: 12,7358 =~ 12,735.



Egy valos szamnak tizedekre (szazadokra, ezredekre, stb.) tobblettel Tizedekre: 12,7358 =~ 12,8.
valo kozelito értékét megkapjuk, ha a hiannyal valo kozelitett értékében  Szdzadokra: 12,7358 = 12,74.
a tizedek (szazadok, ezredek, stb.) szamjegyét eggyel noveljiik. Ezredekre: 12,7358 = 12,736.
Egy valos szamnak tizedekre (szdzadokra, ezredekre, stb.) kerekitett értéke

nem mas, mint a szamnak arra a tizedes jegyére hiannyal vagy tGbblettel Tizedekre: 12,7358 =~ 12,7.
kozelito értéke, attol fiiggden, hogy melyik a szamhoz kozelebbi az érték. Szézadokra: 12,7358 = 12,74.

Abban az esetben, amikor a kétfajta kozelit6 érték tavolsaga az adott szamtél ~ Ezredekre: 12,7358 = 12,736.
megegyezik, akkor a kerekitett érték a tobblettel valo kozelitd érték lesz.

Ahhoz, hogy el lehessen donteni, melyik kozelités pontosabb, néha Tizedekre:12,7358 =~ 12,7
hosszl szamitasokra van sziikség. ahol 3 < 5.

Egy gyakorlati mo’dsze.r a ker?k.i.tett. érték @eghatér?z.e.iséra: ) Szézadokra: 12,7358 ~ 12,74
Abban az esetben, amikor a torolt tizedes jegyek koziil az elsé 0, 1, 2,
3 vagy 4, akkor hiannyal valé kozelitést hasznalunk. Amikor viszont ahol 5 =5.

5,6,7, 8 vagy 9, akkor a kerekitett érték megegyezik a tobblettel valo Ezredekre: 12,7358 = 12,736
kozelito értékkel. ahol 8 > 5.

Eszrevétel: A gyakorlatban, megegyezés szerint, egy vagy két tizedes pontossaggal kozelito értéket hasznalnak. A
szamnak tizedekre, hiannyal vald kozelitését még egy tizedes pontossaggal valo kozelitésnek is nevezziik. A szamnak
szazadokra, hiannyal val6 kozelitését még két tizedes pontossaggal valo kozelitésnek is nevezziik.

Megjegyzés: A valos szamoknak kozelitése tizedes tort alakjaban nagyon jol hasznalhaté a pontok szamtengelyen
vald helyzetének becslésére, valos szamok Osszehasonlitasara, illetve a szamok novekvd vagy csokkend
sorrendbe vald rendezésére.

Ertelmezés: Azt az egyenest, amelyen rogzitettiink egy pontot (kezddpont vagy origd aneve), egy mértékegységet
és egy pozitiv irdnyitast, szamtengelynek nevezziik.

Az origot éaltalaban O ponttal 0 1 X
jeloljiik. Az alabbi abran O4 = 1 a | | : : : : ' ' >
mértékegység, valamint a pozitiv / 0 T A

irAnyitids balrol jobbra halad, és [ o ] [ < rekeavsd ] o e i
nyillal jeldltiik. S s st P Y

Az Ox tengelyen, minden valds szamnak egyértelmiien megfelel az egyenes egy M pontja. Forditva is igaz, azaz
az egyenes minden M pontjanak egyértelmiien megfelel egy a valos szam, amelyet az M pont koordinatajanak
(vagy abszcisszajanak) neveziink, €s x, -mel jeloljik.

Az x,, = a jelolésbol azt értjiik, hogy a az M pont abszcisszaja, vagy az M pont az a valés szamnak a
szamtengelyen valé abrazolasa. Ezt még M jeldléssel is leirhatjuk (olvasd: a abszcisszaju M pont, vagy az M
pont koordinatéja a).

Mivel a valds szamok és a szamtengely pontjai kdzott egyértelmiti megfeleltetés van, a szamtengelyt még
valos szamtengelynek is nevezziik.

Ne feledd: A pozitiv szdmokat az origdtdl jobbra, mig a negativ szamokat az orig6tol balra abrazoljuk; 0 az
origd abszcisszdja.

Altaldban az irracionalis szamokat tizedes tort alakjaban kézelitett raciondlis szamokkal adjuk meg.

Példa. Kiszamoljuk szamologéppel a7 értékét, majd megtartjuk pontosan az elsé nyolc tizedes jegyét,
vagyis V7 =2,64575131....

A~7 szémnak hiannyal vagy tobblettel kozelitd, illetve kerekitett értékei:

Hiannyal valo Tobblettel valo Kerekités
kozelités kozelités
Egységekre 2 3 3
Tizedekre 2,6 2,7 2,6
Szazadokra 2,64 2,65 2,65
Ezredekre 2,645 2,646 2,646

* \algs szamok halmaza
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o \alds szdmok halmaza

Az alabbi abran, a J7 , szamnak a valds szamtengelyen vald abrazolasat szemléltettiik, hasznalva a tizedes
tortkénti megkdozelitését.

o 1 2 3 4 S5 6 7 8 9 10
et 2<V7<3

2,6<yJ7<2,7

2,64 <7 <2,65

77

)

Feladat: Az alabbi rajzon, az A, B, C, D és E pontok abszcisszai a: /0,6 ,\/2_0 , J76 , J15 , J97 szamok
valamelyike

Kovetve a megadott mintat, becsiild fel a megadott szamokat, majd az dbran elfoglalt helyiik alapjan hatarozd meg
a felsorolt pontok koordinatait.
02<0,6 <1*= 0<4/0,6 <1.Mivel 0<x, <1 aztkapjuk, hogy x, =+/0,6.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
| | | | | | | | | | “ >
E

|+ ||+|$||||$
A B C D

A negativ valés szamoknak, a szamtengelyen vald abrazoldsi modja megegyezik a negativ racionalis szamok
abrazolasi modjaval, vagyis:

Az x és —x ellentett szdmokat az origd kiilonbozé Példak. Ha x € R, akkor az 4 és B, pontokat, melyeknek
oldalan abrazoljuk, az O ponttdl egyenld koordinatai —x, illetve x, a szamtengelyen az O ponttol x
tavolsagra. A pozitiv szamot az origo jobb oldalan, tavolsagra abrazoljuk.

a negativ szamot az origd bal oldalan abrazoljuk. A —/2, illetve 2, koordinataju C és D pontokat, a

szamtengelyen, az O ponttol /2 tavolsagra abrazoljuk.

' Jegyezd meg!

\
.J Azt az egyenest, amelyen rogzitettiink egy pontot (O pont), egy mértékegységet (O4 = 1 sza-
kasz) és egy iranyitast (balrol jobbra) szamtengelynek nevezziik.

Az M(a) vagy x,, = a jelolés azt jelenti, hogy:

* a az M pont abszcisszaja;

* az M pont az a valds szamnak a szamtengelyen valé abrazolasa.

Az x és —x ellentett szamokat az origo6 kiilonb6z6 oldalan abrazoljuk, az origotol egyenld
tavolsagra.




.I a) Kozelitsd hiannyal az egységekre: n Abrazold a valés szamtengelyen azl; -0,5; i;

J7, 7234, J1000. 5 2 2

B . -2; —; —1,5, szamokat, figyelembe véve, hogy
b) Kozelitsd tobblettel az egységekre: 2

* \algs szamok halmaza

B12.J99. /2019 a mértékegység 1 cm hosszu szakasz!
B Meértékegységként egy 5 cm hosszl szakaszt
A ) Kozelitsd hiannyal a tizedekre: hasznalva 4brazold a valds szamtengelyen a
\/5, \/E 0,2; -1; 1,3; -0,6; i; é; 1L szamokat!
b) Kozelitsd tobblettel a szazadokra: 105 1
NG n Valassz egy megfeleld mértékegységet, majd
’ ’ abrazold a szamtengelyen a
BN Hasznalva az egész .szarnokkal végzett J2: =3 E; _3:1: 5 szamokat!
miveletek szabalyait és a szamologépet, toltsd 5

ki az alabbi tablazatot. A szamokat két tizedes m Az A(-1), B(x), C(y), D(3) pontokat ebben
a sorrendben abrazoltuk a szamtengelyen.

pontossaggal add meg (hiannyal kozelitve a R ; . ; A
x racionalis szamot, y pedig egy irracionalis

szazadokra):

szdmot jelol.
17 1 29 a) Irj egy példat az x és y szamra, majd készits a
3 6 2 2 V50 feladat adatainak megfeleld abrat!
b) Ellendrizd, hogy az AB + CD = AC + BD
egyenldség igaz-e.
n Adott a kovetkez6 szam a = 1,234567. m Az alabbi abran lathato szamtengelyen csak
a) Kozelitsd hidnnyal az a szamot, elébb racionalis szdmokat abrazoltunk. Hatarozd meg

egységekre, majd szizadokra, az a és b természetes szamokat!
i 3 -Ja-1 0 1 2 b 4
| |
I

b) Kozelitsd tobblettel az a szamot, el6bb , , | , |

| »
1 1 =

tizedekre, majd ezredekre. .
m A kovetkez6 abran O a szamtengely kezdGpontja.

E Toltsd ki tgy az iires cellakat, hogy a <x<a+ 1, 3 2 -1 0 1 2 3 4 5
alaku relaciot kapj, ahol a egész szam. /Il —t IO —t— ]Ig —>
a) <3 <[} A <=3 <[} a) Az 4bra alapjan hatdrozzuk meg az 4 és B
b)) < \/ﬁ <} e)| < —20< | pontok abszcisszait;

o) <150 <[ & ) 1<—27<] | b) Abréazold a szamtengelyen a C (—\/5 ) és
D(2\/g ), pontot, kozelitve koordinataikat;

E a) Bizonyitsd be szamitasokkal az alabbi . .
¢) Hasznalva az 4, B, C, D és O, pontok

egyenloztlensegeket:z sorrendjét, indokold meg az AC + CO = 40,
D (2.2 <5<(23)% illetve AD — DB = AB egyenléségeket.
2) (2,23)* <5<(2,24)% A

)(2,23) ( ) m Adott egy olyan valos szdm, melyben az

3) (12,2)* <150 < (12,3) ezredek szdmjegye nullatol kiillonb6zo.

4) (12,24)* <150 < (12,25)". Hatarozd meg a szdzadok szamjegyét tudva,
b) ) Kézelitsd hiannyal tizedekre a~/5 szamot; hogy:
c¢) Kozelitsd tobblettel szazadokra a5 szamot; a) a“.uzedekre és szazadokra, hiannyal valé
] kozelito értékek egyenlok;
d) Kézelitsd hidnnyal szézadokraa /150 szamot; b) a tizedekre és szazadokra, tobblettel vald
e) Kozelitsd tobblettel tizedekre a /150 szamot. kozelitd értekek egyenlok.
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Valés szamok dsszehasonlitasa és rendezése

Emlékezteto ~

Eddig, a természetes (egész, racionalis) szamok Osszehasonlitasara és rendezéséhez sikeresen hasznaltuk a
szamtengelyen valo abrazolast, és értelmeztiik a < relaciot (rendezési relaciot).

Ha x, és x, két racionalis szdm, x, < x, akkor és csakis Példak

akkor, ha az A4 pont a B ponttol balra van abrazolva a 2 < 5 mert
szdmtengelyen. . A(2) a B(5) ponttd] balra helyezkedik el
Ha x, €s x, két racionalis szam, x, > x, akkor €s csakis 53> 59 mert

akkor, ha az 4 pont a B ponttol jobbra van abrazolva a ’ ’

szamtengelyen. B(5,3) az A(5,2) ponttdl jobbra

Ha x, €s x, két racionalis szam, x, < x, akkor €s csakis helyezkedik el

akkor, ha az 4 pont a B ponttdl balra van abrdzolva, vagy 3,1<3,5mert3,1<3,5

egybeesdek a szamtengelyen. 31<3.1 mert3.1 =31

Ha x, €s x, két racionalis szam, x, > x, akkor €s csakis = ’ ’
akkor, ha az 4 pont a B ponttol jobbra van abrazolva, vagy -13,4>-13,9 mert—13,4>-13,9
egybeesbek a szamtengelyen. -13,4>-13,4 mert—13,4=-13,4

\_ J

Mivel NcZ cQc R, azt gondoljuk, hogy végtelen sok valos szamot (természetes, egész, racionalis) Gssze
tudunk hasonlitani és rendezni. Hatra van még, hogy a fenti gondolatmenetet kiterjessziik az irraciondlis szamokra.

Fedezziik fel, értsiik meg!

B
Vannak olyan irracionalis szamok, amelyeket pontosan tudjuk &brazolni "~
a szamtengelyen. Példaul a 2 pontos abrazolasat korzd segitségével NG
végezhetjiikk. Mégis, altalaban az irracionalis szamok &brazolasanal ezen
szamok becslését hasznaljuk. E16z6 leckékben tapasztaltuk, hogy a szamnak ,
a szamtengelyen val6 abrazoléasat jelent6 pont jobbra helyezkedik el ahhoz 0 4 Ve x
a ponthoz képest, ami a szamnak hiannyal valo kozelit értékét abrazolja, 0 1 2 g
illetve balra helyezkedik el ahhoz a ponthoz képest, ami a szamnak tobblettel AB=1
val6 kozelitd értékét abrazolja.
Nyilvanvalo a kovetkezé megallapitas: ha x, y valos szamok, valamint A(x) és B(y) pontok, akkor.
; ) : ) ; :
X<y B B x>y A
Az A pont a B ponttdl balra helyezkedik el Az A pont a B ponttdl jobbra helyezkedik el
akkor és csakis akkor, hax < y. akkor és csakis akkor, ha x > y.

Mivel a szamtengely minden pontjanak egyértelmiien megfelel egy valos
szam, az A és B pontok egybeesdek akkor és csakis akkor, ha x = y.

Barmely két valos szdm esetén a kovetkez6 relaciok csupan egyike igaz: x <y vagy x =y vagy x >y
Osszehasonlitani két, x és y valos szamot azt jelenti, hogy a fenti harom relacid koziil melyik igaz.

A valos szamok halmazan igazak a kovetkez6 megallapitasok:
(x<yvagyx=y) ©x<y; (x>yvagyx=y) o x2y; (x<yvagyx>y) = x#y.



Feladat: Adottaz 4= \/5,\/5,\/2,\/5 halmaz. Hatarozd meg a B, C, D, E halmazokat, ha:
B={xed|x<2|.C={xed|x>22}, D={xed|x=2}, E={xed|x=2].

Megoldis: N2 =1,4...=2<2B=1,7...=2B<2%Ja=2=22...=/5>2.

Tehit B={v2,3,v4}, C={\4,V5}, D={V4}, E={\2,3, V5.

Ha az x és y valos szamok kozé a <, >, <, >, = vagy # szimbolumok egyikét tessziik ugy, hogy igaz kijelentést
kapjunk, akkor azt mondjuk, hogy az x és y szamok kozott egy relaciot allapitottunk meg.

A valés szamok halmazan a <relacio6 tulajdonsagai: 1) reflexiv (x <x, barmely x € R esetén), 2)
antiszimmetrikus (ha x <y és y <x, akkor x = y) és 3) tranzitiv (ha x <y és y < z, akkor x < z).

Ezek a tulajdonsagok abban segitenek majd, hogy a valos szamok Osszehasonlitasara eljarasokat gondoljunk ki.
A valés szamok halmazan igazak, hogy:

* \algs szamok halmaza

Mindegyik negativ valos szam kisebb barmelyik pozitiv valos szamnal; -15<1; ~J3 <, 10,2.
Barmely negativ valos szam kisebb 0-nal. -13,5(3)<0; —V119<0.
Ha x <0, y <0, akkor igaz az ekvivalencia: x <y akkor és csakis akkor, ha  _ /19 « _\/12 = /19 > 12.
x>
X > . 11 2

Ha x, a, y € R kiilonbdz6 szamok, x < a és a < y, akkor x < y. NG < ) < o
Ha x és y és y pozitiv valos szamok, akkor x <y = Jx < \/; 49 < 5=.4,9< J5.
Oldjuk meg figyelmesen!

] g 119y D B O A C
1. Esetleg tizedes pontossaggal kozelitve abrazold a 3 _ 0 2 3

szamtengelyen a O, \/5 , — \/5 ,3,—3. szamokat.
Figyeld meg a szamoknak megfeleld pontokat,majd D-B—-0—-A—C= —3<—/2 <0<+/2 <3.
rendezd névekvd sorrendbe ezeket a szamokat.

2. a) Szamitdgépet hasznalva ird le a J5 szamot két

tizedesnyi pontossaggal. a) J5 = 2,23.... E
b) Hasonlitsd 6ssze a\/g és 2,23 szamokat. b) \/g >2,23;
¢) Hasonlitsd 6ssze a 2,23 és 2,(2) szamokat. ¢)2,23>2,2)
d) Hasonlitsd 8ssze a /5 és 2,(2) szamokat. d) /5 >2,23 ¢s2,23>2,(2) tehat /5 > 2,(2). 8
3. Hasonlitsd 6ssze az Megoldas: Bevissziik a tényezoket a gyokjel ala. Tehat:
x=35 ¢ y=2411 x=35 =435 =45, y=211 =2* 11 = /44.
szamokat. Mivel 45> 44 = 45 >/44 = x> y.

4. Dontsd el, hogy egy 58 cm hosszil vékony vaspalca teljes o
mértékben elfér-e egy doboz téglalap alaku aljan, melynek
méretei 50 cm, illetve 30 cm.

Megoldas: A téglalap belsejében elférd vaspalca
maximalis hossza egyenl az atlo hosszaval: 0 P

d =+/50" +30° =+/3400 =58,3 ...

Mivel 58<+/3400 = 58<d, tehat az adott vaspalca elfér a
dobozban.

5. Tanulmanyozd, hogy a mellékelt A D 3 cem
téglalapok koziil melyiknek nagyobb
az 4tloja. 1 em
B 5cm C M 4 cm N
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Jegyezd meg!

abrazolva a szamtengelyen.

* Ha x, €s x, ket racionalis szam, x, < x, akkor €s csakis akkor, ha az 4 pont a B ponttol balra van \

* Barmely negativ valds szdm kisebb, mint 0, és mint barmelyik pozitiv szam.

* Ha x és y pozitiv valos szdmok, akkor: x<y < Jx < \/; .

*x <0,y <0¢ésx#y, esetén x <y akkor és csakis akkor ha —x > —y.

* Az x < y vagy x > y vagy x = y relaciok koziil csupan az egyik igaz, barmely x és y valds szam esetén.

« Osszehasonlitani két, x és y valos szamot azt jelenti, hogy eldontjiik, melyik igaz a kovetkezo

relaciok koziil: x < y vagy x >y vagy x = y.

J

o

J '@' Gyakorlatok és feladatok

n Abrazold a szamtengelyen, majd rendezd

novekvo sorrendbe az alabbi szamokat.

Hatarozd meg mindegyik esetben a legkisebb

¢és legnagyobb szamot!

a) -3,1; —31; —(—31]; Q;
4

2)°5

b) \3;-2;—-2;1-/1,44; 1,6.

Vidd be az egészeket a gyokjel ala, majd

hasonlitsd 0ssze a szamokat:

a) 243 és34/2;

c) —202 és-28;

b) 85 és104/3; d) —6/6 és —7/5.

Toltsd ki a cellakat a <, =, > szimbolumok

valamelyikével, tigy, hogy igazak legyenek a

kijelentések:
a) 246 [ |5 h) 245 [ ] 542;

. 4 5
b) 37 [ 5B D) ED\E;
©) 7410 [ ] ode; i) 48 [ |o;
d 42 [ 32, 1 o | -6
N L
H =5 | 2J6; m) 99 [ | —7V2;
9 247 [ —30; n)-8J7 [ | -2/448.

n Tekintsiik az alabbi kijelentéseket:

p1: ”3 <ﬁ”
P o057
Py V120 <11<+41307

Py n/8<2,97

P /43 >6,55”

Dt =336 > 457
73 Wx

N
P w(-7) 99 <707

Hatarozd meg a kijelentések logikai értékét, majd
sorold fel az / és H halmazok elemeit, ahol / az igaz

kijelentések halmaza, H pedig a hamis kijelentések

halmaza.

Rendezd n6vekvo sorrendbe:
a) \2;1,41;1,(41);
b) 246 5; 3/3.

Rendezd cs6kkend sorrendbe:
a) 7; 23/11; 443; 3/5;
b) —8;-37; —6:/2; — 2415,

Hatarozd meg azt az n € Z, szdmot, melyre
igaz, hogy:

a) n< Jal <n+ 1

b) n<—/8<n+1;

9 9

c) —<~n<—.
5 4

Irj:

a) harom példat olyan r racionalis szamra,
melyre igaz V2 <r<3;

b) harom példat olyan p irraciondlis szamra,
melyre igaz 1 <p <2.



Valés szam modulusa (abszolut értéke)

Emlékeztetd

Az x € Q szdm modulusa a ) 0
X x negativ

(,) X pozitiv X szamtengely kezdOpontja és az I >
I - o s "4 o)
1) A x abszcisszaju A pont kdzotti < y J
| = x tavolsagot jelenti. x| =—x

A mellékelt abrakon |x| = OA.

Az x szam modulusat még az x szdm abszolut értékének is nevezziik.
Az A pont abszcisszdjat az A pont koordinatajanak is nevezziik, x, szimbolummal jeldljik.
Az A pontot az x szam szamtengelyen val6 abrazolasanak nevezziik, 4(x) szimbolummal jeloljiik.

A szamtengely két, 4 és B pontjai kozotti tavolsag a pontok
x , illetve x, koordinatai kozotti egységek szama.

A mellékelt abran 4B = 3. A . B
Lathatjuk, hogy x, —x,=5-2=3= 4B,

majd x, —x,=2-5=-3,tchat AB=3=—(x,—x,) vagy AB=x,—x .

Kovetkeztetésként AB = |x, —x | vagy AB = |x, — x|, barmely x  €s x,valos szam esetén.

\C

_
[\
(98]
N
W

v =

Y
Y
Y
y
A
A

Fedezziik fel, értsiik meg!

Ertelmezés: Az x valos szam modulusa a szamtengelyen a kezdépont és az 4(x) pont kozotti tavolsag.
Vagyis |x| = OA4, ahol O a szamtengely kezd6pontja, 4 pedig az x szamnak a szamtengelyen valo abrazolasa.

Abrazold a szamtengelyen az: D A 0 C B M
A(-2), B(3), C(3*-7), D(-3) pontokat. e e e e ¢ ¢ ¢ ¢ o >
a) Szamitsd ki 04, OB, OC, OD, majd 3 =2 -1 0 1 2 3 4 5
hatarozd meg |-2|, 2|, |3|, |-3|. OA=2=1]2|=2; OB=3=|3]=3, 0C=2=2|=2;
b) Keresd meg azt az M(x) pontot, OD=3=1]-13|=3.
melyre |x — 5| = 0. k-5=0=2>x-5=0=>x=5= M(5).
Az autopalyan, egy személygépkocsi megteszi az 4 és B &
kilométertablak kozotti tavolsagot. xf xlB
Ezeken a tabldkon az: x, = 43 (km) és x, = 98 (km) szamok 4 B
lathatok. Megallapithatjuk, hogy x, > x ,. Y —x
Feltételezve, hogy az autdpalya egyenes vonal, a személy- r 4
gépkocsi altal megtett tavolsag AB = x, —x, =98 —43 =55 [ AB — ‘x o ‘ j
(km). B A

Ha nem tudjuk, hogy az x, és x, szamok koziil melyik a nagyobb, akkor két tetsz6leges 4 €s B pont kozotti
tavolsag: AB =|xB —xA| vagy AB =|xA —xB|.

Mas tantargybeli alkalmazas: fizikaban az A pontot, melybdl a személygépkocsi indul, kiinduldsi pontnak
nevezik €s abszcisszajat x -vel jeldljik. A B pontot, ahova a személygépkocsi érkezik, végpontnak nevezik €s
abszcisszajat x f.—fel jeloljik x, —x, kiilonbseg jelolése Ax=x, —x;.

e \alds szdmok halmaza
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Fedezziik fel, értsiik meg!

Ha ugy tekintiink két valos szam modulusara, 5 0 1422 3 4 5
mint a szdmtengelyen valo abrazolasaik kozotti by | | ?‘ | | = 5
tavolsagra, hatarozzuk meg azokat az x egész M

szamokat, melyekre ‘x - \/5‘ < 3.

Megoldds: Abrazoljuk a szamtengelyen az M V2 pontot. Keressiik a szamtengelyen azokat a pontokat,
melyek koordinatai egész szamok, és az M pont két oldalan helyezkednek el kisebb, mint 3 tavolsagra.
Figyelve a szamtengelyt, a—1, 0, 1, 2, 3, 4 megoldasokat talaltuk.

A modulusnak a raciondlis szamok esetében tanult tulajdonsagai igazak a valos szamok esetében is.
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‘x‘ = x, barmely x > 0 esetén

| x| = —x, barmely x <0 esetén
| x| = 0, barmely x € R esetén
‘x‘zO < x=0

, barmely x € R esetén

[=x| =~

Jx? =|x

| x+y| <[x|+]y

, barmely x € R esetén

, barmely x e R, y € R esetén

‘xHy‘ = ‘x-y , barmely x e R, y e R esetén

n
X

" barmely x e R, n e N esetén

:‘x

, barmely x e R, y e R" esetén

| ¥

Az‘ ‘_ a, haa>0
4= —a, haa<0

a modulus Kkifejtése.

Alkalmazas

1. Egy modulus értéke annal nagyobb, minél nagyobb az
orig6 €s az abrazolt pont kozotti tavolsag.

2. Minden pozitiv valos a szam esetén 1éteznek olyan x
valds szamok,melyre |x| < a vagyis az 6sszes olyan
valos szam, melyek abrazolasa M(—a) és N(a) pontok
kozott talalhato.

3. Barmely pozitiv valos a szam esetén pontosan két
olyan valos szam létezik, melyre |x| = a vagyis:
x=aésx=-a.

4. Két negativ egész szam Osszehasonlitasat ujra

fogalmazhatjuk hasznalva a két szam modulusat, igy:
Az x <0,y <0 esetén: x <y akkor és csakis akkor, ha

b > bl

Példak
| =7

(8-
Bl=V3206|-V2| =220
-1

& =x=m (5] =|-¥5|=5

0,5+ (-14)| <[0,5]+|- 14| < 0,9<1,9
10.5-[~1,4|=0,5-1,4=0,7¢s[0,5-(~1,4)| =|-0,7]=0,7
|(-0.5)’|=|-0.125|=0,125 &5 [ 0,5 =0,5* =0,125
[-L4] 1, 1,4
=2-=28 ¢ =|-2,8|=2,8
0.5 3 ,0 €8 0.5 | > s

Hax>1, akkor x -1 >0 és |x—l|:x—1.

Hax<1,akkorx—1<0¢és |x—1|=—(x-1).

Legyen O a szamtengely origoja, x, =7 €s
x, = +5 szamtengelyen levé 4 €s B pontok
abszcisszai.
Akkor, 04 =17 és OB = 5, tehat OA > OB ¢és
=71> 5.

M (0] N

) 0 V2
Az |x| = 2 egyenlGséget teljesitd valos szamok
+2 és 2, illetve az |x| = NE) egyenlOséget a J3és
—/3 szamok teljesitik.

Igaz: |x|=|y| & x=yvagy x =-—y



Jegyezd meg!

|_{x,hax20 \

C

—x,hax <0
* Ha x € R, a szamtengelyen levo 4 pont abszcissza, akkor |x| = OA, ahol O a szamtengely kezdOopontja.
» Két pozitiv valos szam koziil az a nagyobb, melynek modulusa nagyobb.

» Két negativ valds szam koziil az a nagyobb, melynek modulusa kisebb.
*AB = |x,—x |, ahol x, ¢s x, a szimtengelyen levd 4 és B pont abszcisszaja.

e \alds szdmok halmaza

J

.

J @ Gyakorlatok és feladatok

BN Egészitsd ki gy, hogy igaz kijelentésclet B Heondmegar M={rez|[v|<ie] [
kapjunk: hal lemeinek szAmat
a)Haa € R ésa>0,akkor |q|=.... alimaz clemeinek szamat.
b) Ha b =0, akkor |b| = ... . EA ) Hax >0, szamitsd ki:
c)Hac e R ésc<0,akkor |c|=.... E = x|+ 3|+ x+27:3] - |2x];
a Szamitsd ki az x szdm modulusat majd t6ltsd ki b) Ha x <0, szamitsd ki:
a tablazat dres cellait. E, = x|+ ]x— 1] - 2x - 2];
7 c¢) Ha x > 0, szamitsd ki:
x |5 |28 -3 Jio [/16| (2| 0 E=|x| + |-3| + 4x -1 — 2|
—x B Egészitsd ki ugy, hogy igaz kijelentéseket
x| kapjunk:
E Végezd el: a) Hax € N és |x|< 5,akkor x €{...}.
a) (1-0,1] +10,2| — |-0,3]) : |-2019; b)Hax e Z ¢és |x| <7, akkor x € {...}.
b) \—23\+‘(—3)2 —‘\/|_2.3|.|_3.(_2)|‘, c)Hax e Z' és g <0,(3),akkor x €{...}.
BN Fejezd ki modulus segitségével: KN Hatarozd meg a kovetkezd halmazok elemeit:
a)x € {-5,5}; 2
b)-8 <x <8: Az{er (—3) <x<|—5|},

c)3<x-2<-1.

Hatarozd meg az y valds szamot:

a)y|=4,5¢ésy>0; 2
b)|y|=\/§ésy<0; C={zeR z+g=§},
o) [pv2|=0 7

— D={teR| ——=1{.
& 1791 = {,E N }
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Ismeretfelméro

Hivatalbol 10 pont.
I.  [rd ki mindenik feladat esetében az egyetlen helyes vdlasz betiijelét!

5p | 1. A8 négyzetgyokének egy tizedesnyi pontossaggal, hiannyal valo kozelito értéke:

A. 2,6 B. 2,7 C. 28 D. 2,9
5p |2. A 10 négyzetgydkének szazadokra, tobblettel valo kdzelitd értéke:

A. 3,17 B. 3,16 C. 3,18 D. 3,00

3. Abrazold a mellékelt szamtengelyen az M (—JE ) és A B 0 C D

P \/g , pontokat, majd oldd meg a 3.1 és 3.2 feladatot. __‘2 _‘1 (‘) :1 9
5P (31. elyik szakasznak eleme az M pont:

A. AB B. BO C. oC D. CD
5p | 3.2. Melyik szakasznak eleme a P pont:

A. AB B. BO C. oC D. CD
5p (4. Az a= g, b= ?,c = g szam novekvo sorrendben:

A. ab,c B. ¢, b,a C. b,a,c D. a,c b

1 1 1
5p |5.Az x=———,y=——=,z=——= szam cs6kkend sorrendben:
V2 s

A x,z,y B. y,z,x C.z,yx D. zx,y
5p | 6. Hax € R\Q és 5 <x <7, akkor x lehetséges értéke:

A. 6 B. V6 C. 36 D. 38
S5p |7.Hay e Zés V12 < y< V22, akkor y lehetséges értéke:

A. 20 B. 13 C.5 D. 4

II. Egészitsd ki ugy, hogy igaz kijelentéseket kapj!

5p |a) Ha \/x_2=—x, akkor x ... szam .
5p |b) Ha \/y76=y3, akkor y ... szam.
1. [rd le a feladatok részletes megolddsdt!
2 4 , 6 ’
15p 1. Adott az az\/(—Z) , bz\/(—3) ¢s c=4/(-5) szam.
Hatarozd meg az a : |-2°| + b : |-3'| + ¢ : |-5%| szamot.
Sp | 2. a) Tanulmanyozd, hogy a 3 és V10 szam kozil melyik a nagyobbik;
S5p |b) Tanulményozd, hogy a 2 és J6 szam koziil melyik a kisebbik;
2 2
10p | ¢) Ha a =‘3—\/E‘+(\/E—3) és b=\/(3—\/g) +\/(2—\/g) , akkor mutasd ki: 0<b—-a<1.




Miiveletek valos szamokkal.

Az a-balaki nevezok gyoktelenitése

e \alds szdmok halmaza

Valc')s szamok osszeadasa, kivonasa, szorzasa és osztasa

Tudjuk, hogy a valos szamok halmaza nem mads, mint a racionalis és irracionalis szamok halmazanak egyesitése.
Ezért a racionalis szamok halmazéan értelmezett miiveletek tulajdonsdgait felhasznalhatjuk a valés szamok
halmazén végzett miiveletek tanulmanyozasakor.

Emlékezteto ™

Két szam (természetes, egész, racionalis) 6sszeadasa az a miivelet, melynek soran barmely 9+2=11

két a és b szamnak (természetes, egész, raciondlis) megfelel egy a + b szam (természetes, < 7 A
egész, racionalis). Az a és b 6sszeadando tagok, illetve az a + b szam neve 0sszeg. tagok  0Osszeg
Két szam (természetes, egész, racionalis) szorzasa az a mivelet, melynek soran barmely 9-2=18

ket a és b szamnak (természetes, egész, racionalis) megfelel egy a - b szam (természetes, kA A
egész, racionalis). Az a és b szorzd tényezok, illetve az a - b szam neve szorzat. tényez6k szorzat

Ha a és b raciondlis szam, akkor az a szambol kivonni a b szamot azt jelenti, hogy
Osszeadjuk az a szamot a b szam ellentettjével.
Ha a és b racionadlis szam, b # 0, akkor az a szamot osztani a b szammal azt jelenti, hogy az a szamot

L. . . 1
szorozzuk a b szam inverzével, vagyis a:b=a- 3

Haa, b, € Q,akkora+b e Q,a-b e Q, Pe'da'7 3
Ha a=—, b=—, akkor:
a—-beQ. 2 3
41 29 21 35
a _ _ _ Cp
Haa, b, € Q és b #0, akkor — € Q. atb=—,a-b=—,a-b=—,a:b=—
Qeésb7 , €Q 10 10 10 6
és az 0sszes szam racionalis.
\ y,

Fedezziik fel, értsiik meg!

Kiindulva az alabbi kérdésekbdl, fedezziik fel a valos szamokkal végzett miiveletek sajatossagait!
1) Milyen szamot kapunk, ha dsszeadunk vagy szorzunk egy racionalis szamot egy irracionalis szammal?
2) Milyen szamot kapunk, ha 6sszeadunk vagy szorzunk két irracionalis szdmot?

Adjunk valaszt a fenti kérdésekre (némelyiket megallapitottunk az el6z6 leckék példai alapjan), majd bizonyitsunk
be ezek koziil néhanyat

1) Az els6 kérdésre a valasz:

a) Ha g € Q racionalis szam és \/x e R\ Q, akkor g + Jx eR\ Q. Példak.

Bizonyitas: Reductio ad absurdum: feltételezziik, hogy 2++/7; 3-+/5 irracionalis szamok:
g+~x =reQ.Akkor, v/x = — g € Q, ami ellentmondés, mert 2¢ QN7 eR\Q=2+7 eR\Q;
Jx eR\Q. 36@,—\/§eR\@:>3+(—\/§)eR\Q.

A feltételezésiink hamis, tehat g + \/; e R\Q.
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A 2
b) Ha g € Q" racionalis és v/x e R\ Q, akkor q-\/; eR\Q. Példak: A 24/7; —35; —;\/E
Bizonyitds: Reductio ad absurdum: feltételezziik, hogy irracionalis szamok:

2 A7 eRN 2.7 eR\Q;
q-ﬁzre@:\/;zze@,ellentmondés,mert <Q fe Q= [e Q

o \alds szdmok halmaza

q 3eQ,V5eR\Q=-3-/5eR\Q;
Jx e R\ Q. Tehat g-+/x e R\Q, barmely g € Q" és ) 5
Jx e R\Q esetén. —7EQ,\/EGR\Q:>—7-\/EGR\Q.

Hasznos példa, ha egy nullatdl kiilonboz6 természetes szdmot €s egy irracionalis szam szorzatat tekintjiik.
Vegylik észre, hogy a 25 felirhato /5 ++/5 , forméban, majd 3J5 =5 +5++/5. Ez alapjan az n € N ter-

mészetes szam és egy Jx alaki irraciondlis szam szorzata: nv/x =~/x +/x +...+Vx.

¥l

n tag

2) Legyen ac R\Q¢és be R\Q.
Az irraciondlis szdm nem mas, mint egy végtelen, nem szakaszos tizedes szam, tehat az irracionalis szamokkal
végzett miiveletek eredményét egy sor egymast kdveté megkdozelités alapjan kapjuk meg.

Példaul a \/5 =1,732...és ﬁ =2,645 ..., irraciondlis szdmok esetén e szamok dsszege \/5 + ﬁ , ami nem
mas, mint a két szamnak ugyanazzal a pontossaggal (hiannyal illetve tobblettel) vald kozelitd értékének dsszege
kozotti szam.

1<\/§<2 2<\/7<3 3<\/§+\/7<5
1,7<3<1,8 , 2,6<7<2,7 _ 43<3+7<4,5
és vagyis
1,73<+/3 <1,74 2,64 <7 <2,65 4,37 <3 +7 <4,39

1,732 <3 <1,733 2,645 <7 < 2,646 4,377 <3 +/7 <4,379

Hasonloképpen, két irracionalis szam szorzata nem mas, mint a két szamnak ugyanazzal a pontossaggal, (hiany-
nyal illetve tobblettel) vald kozelitd értékének szorzata kdzotti szam.

A 3 ++/7 alakot hasznaljuk a V3eés V7 pontos Osszegének, valamint a pontos szorzatukat V37 vagy J21.
alakban irjuk.

Vizsgaljuk meg, hogy két irracionalis szam 0Osszege, illetve szorzata racionalis vagy irracionalis szam-e!

Példik: Ha a =242, b=+2, c=-3, d=-/2, Kivetkeztetés:
irracionalis szdmok, akkor a+b = 3J2 eR\ Qés Ha ae R\Q és be R\Q, akkor a + b és
b+d=0€Q, majd a-b= J8-2=16=4eQés a - b racionalis vagy irracionalis szdm is

b-c=2-3=1J6<R\Q. lehet.

Tanulmanyozva a valds szamok halmazan végzett miiveletek értelmezését, megallapithatjuk, hogy tulajdonsagaik
a racionalis szamok halmazan végzett miiveletek tulajdonsagaibol erednek.
Az 6sszeadas asszociativ:

(a+b)+c=a+(b+c),barmely a, b, ¢ € R esetén. (Jg + \/5) + (‘ﬁ) =5+ [ﬁ (_\/gﬂ

Az 6sszeadas kommutativ:
a+b=>b+a,barmely a, b € R esetén. (_‘/5) +5V2 =52 + (_\/E)

Az 6sszeadas semleges eleme: 0, vagyis:

\a+0=0+a:a,bérmelya € R esetén. 0+(1_\/§):(1_\/§)+0:1_\/§
b



Barmely a € R szamnak — a € R az ellentettje, azaz
a+ (—a)=(-a)+a=0,barmely a € R esetén.

A szorzas asszociativ:

(a-b)-c=a((b-c),barmely a, b, c € R esetén.

A szorzas kommutativ:

a-b=>b - a,barmely a, b € R esetén.

A szorzas semleges eleme 1, vagyis

a-1=1-a=a,barmely a € R esetén.

1 .. .
Barmely a € R szamnak — € R" az inverze, vagyis
a
1 1
a-—=—-a=1.
a a

A szorzas disztributiv az 0sszeadasra nézve:

a(b+c)=ab+acés (a+ b)c=ac+ bc, barmely a,
b, ¢ € R esetén.

3ﬁ+(—3ﬁ)=(—3ﬁ)+3ﬁ=0

(6,17 -25) - 4=6,17 - (25 - 4)

(3-7)-7 =3 (V7 1)

* \algs szamok halmaza

(1+\/§)'(2+\/§)=(2+\/§)'(1+\/§)
1-J6,8=6,8 1=6,8

G-

9-(4+\/§)=9-4+9\/5
(4+\B)\/§:4\/§+x/§-\/§

Az irraciondlis szdmok 6sszeadasa és kivonasa hasonl6 a racionalis szamokkal végzett miiveletekhez, vagyis:

1) Barmely a és b valds szdm esetén a — b = a + (-b).

2) Barmely a és b valds szam esetén, ahol b £ 0, igaz, hogy a : b=a - b™! vagy q_q

Alkalmazas

A
-

Haa,b e Q, Vx eR\Q és a+b/x =0, akkora=0és b=0.

Bizonyitds: Ha b # 0, akkor a+bJx =0 = b/x =—a =
= \/;z—%e(@hamis, mert \/x e R\ Q. Tehat b =0.

Mivel a+ by/x =0, azt kapjuk, hogy a = 0.

Haa,b € Qés
2a-3+(b-8)\5=0,
akkor2a—-3=0¢ésb-8=0.
Tehata=1,5¢és b=38.

Kovetkeztetés: Ha a,b,a’,b’' e Q, Jx eR\Qés a+bJx =a' +b'\x, akkora=a' és b= b

Bizonyitds: a—+ b\/; =d+ b'\/; = (a — a') + (b — b')\/; =0

>a—-a=0¢&b-b=0,tchata=aésb=">"

Szamitasi szabalyok a valés szamok halmazan

Az a+ b/x alakd szamok osszege és kiilonbsége, ha x > 0.

A valos szamok 0sszeaddsa asszociativ
és kommutativ miivelet, vagyis szabad
megfeleld sorrendbe helyezni és
csoportositani a tagokat.

Haa,b e Qés

17-bJ3 =a+4/3,

akkora=17 és b=-4.

+@@+ = +8\/E

irracionalis tagok u B

Két szdm kivondsa nem mas, mint egy szam és egy masik ellentettjének Osszege. Tehat a tagok megfeleld
csoportositasa a kivonas esetén is elvégezhetd. (Vigyazzunk a tagok eldjelére!)

4b
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Egynevii tagok dsszeadasa és kivonasa:

a x+b\/;=(a+b)\/; és a\/_ b\/_ (

Két racionadlis tagot egynevii tagnak tekintiink.

Keét, ax/x és b/x alakba hozhaté tag egynevi tag,
ahola, b € Q és \/;eR\Q.

)\/; x> 0.

T3 +83 =153 és 73 -5V3 =243

29 és 11 egynevii tagok

52 ¢és 32 egynevil tagok
29 és 542 nem egynevi tagok
J7 és V5 nem egynevl tagok

Két nem egynevii tag 6sszeadasanak illetve kiilonbségének eredményét csak kozelités alapjan adhatjuk meg.
3 ++/7 nem irhaté a/x alakba, de megkozelitve /3 +/7 ~1,73+2,64=4,37.

Az a\/; alaku szamok szorzasa és osztasa:
Haa e Q,b € R, x>0¢ésy> 0, akkor:

a\/_b\/; ab yesa

Példak:

635342 =18J10; 65 §5

Cl x

by b

32 3 =2y25

Jegyezd meg!

ORORE

irracionalis tényezék

9,

* Az x valds szam ellentettje —x.

» Az nullatdl kiillonboz6 x valos szam inverze —.

X

» Barmely x, y € R esetén, x —y = x + (—).

* A koz6s tényezd kiemelése (a szorzas disztri-
butiv tulajdonsagéanak kovetkezménye):

* A zargjel eldtt talalhatd minuszjel,
megvaltoztatja a zarojelben levo tagok
eléjelét (ugyanaz, mintha -1 és a zardjelben
levo Osszegre alkalmaznank a szorzas
disztributiv tulajdonséagat).

» Két, azonos el6jell valods szam szorzata
PpOzitiv.

» Két, ellentétes eldjelii valos szam szorzata
negativ.

*Haa e R, b € R és x>0, akkor

a x+b\/;=(a+b)\/;és
avx —bx =(a-b)Jx

~

x + (=x) = (—x) + x =0, barmely x € R esetén.
1 1

x-—=—-x=1, barmely x € R" esetén.
X X

1
Barmely x,y e R,y #0eseténx:y=x - —
y

ab+ac=a(b+c)ésab—ac=alb-c),
barmely a, b, c € R

—(a-b+c)=—a+b-c,
barmely a, b, ¢ € R esetén.

Hax, y, € R", akkor

() () =x-yésx (P)=(x) y=—x
X —-Xx x -x X

—_—_— = — = — es _—

Y Y -y -y oy
Haa e R, beR*ésx>0ésy>O,akkor

a[b\/; abnes \/, =2 X




&
ﬁ)}@ Gyakorlatok és feladatok

e \alds szdmok halmaza

n Végezd el! n Tudva, hogy x=1+ 242+ 3\/5,
a)—1,2+3,6; c) —l+21; y=4\/§._5\/§+6’ 2:2\/5"—6\/5—2’1, ,
4 8 mutasd ki, hogy az x + y + z 0sszeg egész szam!
b) 4,3 (-2,95); d) T (_2,(3))' EN Szamitsd ki az 1’4B szakasz hosszat :[udva, hogy
, | 3 xA=—x/§+} €s XB:\/E-FI a végpontok
E Végezd el! abszcisszai. Abrazold valds szamtengelyen a
a) V2 +4/2; g) J6 + 246 +3/6; szakaszt!
b) 2J5 435 ; h) 410 =310 -34/10 ; n Emeld ki a tényezdket a gyodkjel alol, majd
o ) végezd el a szamitasokat!
c) \/§+(—ﬁ), 1) 4\/§+(—3\/§)+(—5\/§), 2) V2 4 VB:
)NS5 D) 2V3-(-33)-(43); b) V3 +/12;
¢) /5 -~20;
&) TWT=27; k) 85 -5 -5, d) 332 + /18 =4/32;
f) /6 -3V6; ¢) V3 +/27 - /48;
B} Végezd el a szamitasokat, majd hatirozd meg f) V28 +63 —+/175.
az eredményt kéttizedes pontossaggal! , . AT s
Hatarozd meg x + y és x — y értékét az alabbi
a) 52 +7v2 -10V2 +32 - 4V2; o esetekben:
b) 9V3 =743 +5V3 =3 - 74/3; a) x=+/8 /50 +/27 ¢és
) 45 +(65 -11V5); = /A + 08 - J200:
d) ~10J7 (1947 ~6J7 - 227). b) x=+/49 -3/20 +/28 és
n Hatarozd meg x + y és x — y értékeit az alabbi y=+180—-~112 + Je4.
esetekben: a) Szamitsd ki az AB, BC, CD szakaszok
)
a) x=3J5+22, y= 82 —545; hosszat tudva, hogy a szamtengelyen
b) x=73-8J6 , V= 33 +746 ; abrazolva adottak a kdvetkezd koordinatak:
¢) x=232 +33 - 55, y=4J5 =33 +242. A(V2), B(V3), ¢(8), D(243);
B Tanulmanyozd, hogy az x + y + z 0sszeg b) Egészitsd ki a <, =, > szimbolumok
racionalis szam-e? valamelyikével ugy, hogy igaz kijelentést kapj:
2) x=2 +3, y =23 +82, AB+BC+CD ..2.
& 4 !
2= 9V2 13 m Végezd el a szorzasol;at.
b) x=2v2+3J3+55, =63 -75-82, a) 5 - 0,44; d) 2-(-6v2);
3
z=2J5-3/3+642. 7 2 NE) 27
o303 02 ()
By Végezd el 307 9 2
a) 1+(2+3); 0 7+(V5-7); -9 1.3x D (4-16)-343.
B ' 2 . BB} Végezd el a szorzasokat!
b) 4-(3+2); d) 3* = (V11 +9); 2) V2 -5; 0) —J5 T
e)1+x/§+2\/§+(—3\/§)+(—4\@); b) V3 /5; e) (—\/B)-(—\/i);
f)(3ﬁ—5)+7+(—2ﬁ—6)+ﬁ+4. c)ﬁ-(—ﬁ); f)—\E-(—\/?)-(—\/E).
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m Végezd el a szorzasokat, majd tanulmanyozd,

hogy a szorzat racionalis vagy irracionalis szam!

NG lﬁ(—iﬁ}
o (S5 0 (o)
o) V2 2; i ?%
) 63-(-243); ) 1_\/3%

3

&) (-7v2)-(-2v5);
D (0.393)-(10v10); 13>

Szamitsd ki az x - y szorzatot!

a) x=3J2 +442 ¢és y=163 - 111/3;
b) x=-82 +/50 és y:\/§+\/§;
¢) x =63 =328 és y =20 —2/45.

Bizonyitsd be, hogy az

A= 1(2)J_(—12f)( -fjegy

racionalis szam kobe!

Mutasd ki, hogy a B=+/2" +2% . V8

3
természetes szam! S12

Szamold ki, hasznalva a szorzas disztributiv
tulajdonsagat az dsszeadasra és kivondsra nézve!

a) 2-(\/§+\/§); c) \/5-(5+\/§);

b)3-(243-42); 9 8\3/5-(3*/5—9\5}

2 4

Végezd el a szamitasokat!

a) (20\5—30\6):10;
d) (\@—\/3_3+\/3—5—\/3—7):(—\/§);

b) (14\E+21\/§):(—7\5);

&) V2(v3 -5)+3(5-v2)+\5(v2 - 3);
ﬂﬁ.(\@—l); g) 2\/5'(3\/§+4\/§);
h) 52 (V6 —8).

Végezd el a szamitasokat!

a) 6,(3) : (-38) ) 42:2;
NP d) 2033 :(—4);

b) —12:(—45} e) 0,55 :5.

Végezd el!

a)\/%:\/g; d) 4\/5:\/7;

b) \/G:(—\/g); e) (—9@):x/§;

0 —V35:(—7): b (16V42):(-847).

Szamitsd ki annak a négyzetnek a teriiletét,
melynek keriilete V512 cm!

Hatarozd meg azokat az gb kétjegyii termé-
szetes szamokat, melyek tulajdonsaga Ja = %

Szamitsd ki az x : y értékét, ha:

a) x=7410-25J10 és y=3v2-124/2;
b) x =460 /135 és y=—/375;
L V150
e \/_ 0, Je3

esS y= .
ST

Hasonlitsd 0ssze az

:(\/ﬁ+\/128+ 288):4 és
h=+/32:4+/128 : 4 + /288 : 4 szamokat!

c) (\/5+\/273+\/275+\/277+\/279):\/§

e) V6 +6° +6" /310 430 431 431

a) Kovetve az alabbi megoldott példat, azonositsd az dsszeadas €s szorzas felhasznalt tulajdonsagait:

(5+243)(4+7V2) =(5+2V3)-4+(5+2V3)-(12) =5-4+(243) - 4+5-(7V2) +(243) (V2 =

=20 +83 +35V2 +1446.

b) Szamitsd ki az x - y, szorzatot, ha x =5 + 2J6 és y=5- 26. Alkalmazd a szorzés disztributiv
tulajdonsagat az 6sszeadasra és kivonasra nézve, és kovesd a fenti példat!
¢) Ird le az x és y szamok inverzét, behelyettesitve a b) alpontban kapott eredményeket.



Valés szamok hatvanyozasa

Ertelmeztiik minden nullatél kiilonbozé racionalis szam egész kitevéjii hatvanyat, majd megadtuk és alkalmaztuk
ennek tulajdonsagait (hatvanyokkal végzett szamitasi szabalyok). A 0 esetén a nullatol kiilonbdzé természetes
kitevSjii hatvanyait értelmeztiik. Eszrevettiik, hogy a valds szamok szorzasanak tulajdonsagai megegyeznek a
racionalis szamok szorzasanak tulajdonsagaival.

Fedezziik fel, értsiik meg!

Ertelmezés: Azn € N ésa € R esetén,aza” =a-a-...-a valds szamot az a szam n-dik hatvanyanak nevezziik.
n tényezd

Az a szamot a hatvany alapjanak, az n szamot pedig a hatvany kitevdjének nevezziik.
Ha a = 0, akkor 0" = 0, barmely n € N"esetén. 5& 32 <«—hatvany

Az 0° értelmetlen. .,
kitevo

Jel 1
Haa e R', akkor —=a"' és a™" =—, barmely n € N esetén.
a a

A raciondlis szdmok esetén tanult egész kitevdjii hatvanyokkal végzett szamitasi szabalyok hasznalhatéak a
valds szamok halmazan is.

x! = x barmely x € R esetén [1 NCE (_\/E)1 -2 (4_\/5)1:4_\/5
x"=1 barmely x € R"esetén \/ﬁozl; (3_2\/5)0:1; (_\/5_\/5)0:1

0" =0 barmely n € N”esetén 02=0;0*"=0
Aza,be R ésn,p e Zesetén: a" - a® = a""? (a"y=a"r a':a’=a"rvagy — = a’
a
a - b'=(a- by a":b"=(a: b) vagy Z—n:(%]

Az a, b € R* szamok esetén a fenti tulajdonsagokat részben ebben a leckében alkalmazzuk, majd kiegészitjiik a
kovetkezd tanévekben.

Alkalmazas

Adott az x € R és n € N ugy, hogy x és n nem lehet egyidejiileg nulla.

Jx” = x, barmely x > 0 esetén; (\/ﬁ)zzn, (\/2+8\/§)2=2+8\/§
(\/;)nzx/x—",bérmelyXEOe:setén; (x/g)“=\/37; \/7_2=(\/7)2=7

NN e o N el V5 (V35 ) =(3-v5) =3-3]=3-+5

Ha n = 2k (paros szam), akkor 8
(P ) ( \/g)

(\/;)n = (\/;)21( = \/ka = x*, barmely x > 0 esetén.

— 3¢ ( 0,2)6 ~0,2°

Ha n =2k + 1 (paratlan szdm), akkor 0 X
(\/;)n =(\/;)2k+1 ZW:xkx/;, barmely x > 0 (Jg) :(\/g) V5=5'5=625V5

esetén.

e \alds szdmok halmaza
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b0

(a\/;)n :a"(\/;)n,bérmelyxzo ésaeR

Ha n = 2k (paros szam), akkor (—x)" = x" barmely
x € R esetén

Ha n =2k + 1 (paratlan szdm), akkor (—x)" = — x"
barmely x € R"esetén

3\5)4 —3 2" =322 =81.4=324;

26)5 =255 232525 =8004/5.

HaxcRésneN, x'=— (\B)_l=%,(—8)“=i =L (5\/5)72: \/1_ _1

Jegyezd meg!

o (\/; )2 =x, barmely x > 0 esetén.
(\/;)n = \/x_”, barmely x > 0 esetén.

-1

X szam esetén.

X = l, barmely x, nullatol kiilonbozo valods

~

Ha n = 2k (péros szam), akkor (—x)” = x"
barmely x € R"esetén.

Ha n =2k + 1 (paratlan szam), akkor
(—x)" =—x" barmely x € R". J

.

J @ Gyakorlatok és feladatok

n Egészitsd ki ugy, hogy az alabbi kijelentések
igazak legyenek!:
a)Hax € Qésn e N, akkorx" €... ;
b) Hax € R\Q és n € N, akkor x" €...
vagy x" €...
c) Ha x:aJZ, b>0ésn e N, akkor x" =...
d)Haa>0¢és x=+/a, akkor x?=...
e) Az a) — d) kijelentéseket ellendrizd egy-egy
példaval!
BN  Szamitsd ki:
7 2
a) 132 c) (g] s e)(-4,63)
0
b)(2)%  d)(-2)% f) [1+%+5,(7)} .
El Szamitsd ki:
2
a) (xﬁ ) ;
2
b) (—5) ;

c) (\/5)3;

o) —4;
(6]’

i)&2
32 )

N  Szamitsd ki x? értékét, ha:
a) x=+/2 +/8;
b) x =2+/500 —+/3 - /1500;
¢) x =4+/20 —3/45.

E Hatarozd meg az a, b, ¢ természetes szamokat
tudva, hogy igaz a kovetkezo kijelentés:

\/§+\/§2+ 23+...+\/§9+\/510=a-(b+\/2).

E A mellékelt abran ABCD és BDEF négyzet,

valamint AB = 2\/§ .
a) Szamitassal bizonyitsd be, hogy
C]_'BDEF = 2 ' quBCD E
b) Végezd el Gjra a
szamitasokat, ha
AB = a,
a € R, majd

igazold, hogy az D ¢ F
egyenldség igaz

barmely pozitiv

a valds szam

esetén. B



Az a~/b alaki nevezé gyoktelenitése

Ha x nullatol kiillonb6z6 valds szam, a és b nullatdl kiilonboz6 természetes szam, valamint b nem oszthatd 1-t61

X
kiilonb6zo négyzetszammal, akkor a gyakorlatban néha sziikséges, hogy az W , alaku tortet olyan egyenértékii
a

torttel cseréljiik ki, melynek nevezdje racionalis szam. Hasonldan, ha a szamitasok eredménye irracionalis szam,

akkor racionalis nevezdji tortként irjuk fel.

Emlékezteto

egyszerusitjiik.
2) Jx x =x, barmely x > 0 esetén.

3)  Jx:Jx =1, barmely x > 0 esetén.

Szam.

\_

1) Az adott torttel egyenértékii torteket kapunk, ha nullatél kiilonb6z6é szammal bovitjiik vagy

JTT=7 (22)V2=2-(\2) =2.2=4,
ﬁ:ﬁ=1; 2-\/§:x/5=2-(\/§:x/5)=2.

Kiemelve a tényezoket a gyokjel alol, a Jn szam a+/b alakba irhaté, aholn e N, n>2 és b négyzetmentes

\

J

Fedezziik fel, értsiik meg!

Ha a nevezo a\/g alaku, ahol a, b € N*, akkor a tortet \/E -vel

bovitve a nevez0 természetes, tehat racionalis szam lesz.

\/3)1 \/l;

—,a,belN"

a\/zzab

Megjegyzés: Altalaban, a fenti relacioban a b négyzetmentes szam (mar nem emelhetd ki tényezé a gyokjel
alol). Ez viszont nem kdtelezd, csupan a szamitasok egyszeriibb elvégzése miatt, valamint az eredmény szebb
alakjanak leirasara hasznaljak.

Egytort atalakitasat olyan egyenértékii tortté, melynek nevezoje J30) \2)
e P fg g .. 1 V30 1 V2
racionalis szam, a nevezo gyoktelenitésének nevezziik. = —.

B0 307 52 10

A tortek nevezdjének gyoktelenitése hasznos olyan miiveletek elvégzésekkor, amikor irracionalis nevezdji
torteket hasonlitunk 6ssze és rendeziink.

Alkalmazas

Cc

av'b
gydktelenitése céljabol, /b -vel bdvitjiik NER

Ha b négyzetmentes szdm, a tortet, nevezdjének

NN R B N

57 57 5

Ha b nem négyzetmentes szam, akkor a nevezo

gyoktelenitését az alabbi 1épéseket kovetve végezziik el:
1 1 1

SVI8 5302 1542
ST EN RN} 1 2

L. Iépés — kiemeljiik a tényezdket a gydkjel alol és a
nevezdt o'\/b' alakba irjuk, ahol b’ négyzetmentes szam;

II. Iépés — a tortet b -vel bdvitjiik.

Ha torteket kell 0sszeadni vagy kivonni, akkor a k6zds 5) 5) S ,
nevezdre hozéds eldtt elénydsebb a tortek nevezdjét 1 i 2 _ 3 n 5 _ 5V3+35
gyokteleniteni. 23 35 23 3.5 30

e \alds szdmok halmaza
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b7

Ha torteket kell szorozni vagy osztani, akkor a nevezok

gyéktey:lenit'ése,e.létt fflényf'isebb amiveletet elvégezni (néhany 5 75 ﬁ " J90 T 53 Jio 150 75
nevezo racionalis szdmma valhat).

2 7 14

"4 a0 7410

16 7,5 167% 4.7 28

3 12 312 33 9
' Jegyezd meg! )ﬁ
H Egy tort atalakitasat olyan egyenértékii tortté, melynek Jb) 1 \/E
nevezdje raciondlis szam, a nevezé gyoktelenitésének =—,a,beN’
nevezziik. a\/g a

@

y J 1 Gyakorlatok és feladatok

Bévitsd az alabbi torteket tigy, hogy a nevezd
racionalis legyen!
1 2 -5 9 10

~24

Emeled ki a tényezoket a gydkjel alol, ha
lehetséges egyszerisitsd a tortet, majd
gyoktelenitsd a nevezot!

3 6 8 2 16 4 2a
V8TVI2T 207 N247 327 V28 a2 b

ahola>0¢ésbh>0.

Gyoktelenitsd a tortek nevezdjét!

35 2J6 715 8JI5 \B5 21 e
2437327 V207 V20 V1257 V63T 22

frd racionalis nevez6jii tortek alakjéba az alabbi
valds szamokat!

1 = [.2 [81 [27 //400 [a*b
3_3 098 3 5 10_’ PUERY B PPV FEEE
5 ( ) 3°V24 2 121 b’c

aholb#0ésc>0.

Gyoktelenitsd a nevezoket, majd hasonlitsd
0ssze az x €s y szamot:

4
a) XZE és y=+10;

12 10
b) x=—— b8 p=———;
N S R N

7 243
C) x=—=++/28 és y=—n—.
NG S

Végezd el a szamitasokat, és az eredményt ird
racionalis nevezdjl tort alakjaba!

7 4 2

RENEN N

b)i+i_[_i+L].
32 8\ V18 2)
C)L_L+L.
V5035 55

35 13
T_E-Fﬁ'
Szamitsd ki:
a)L+i+i;
NCIENCEENITY

6 8 9
NN TN

1 1 1

) K%mmm](zij
o g) 58]

Végezd el a szdmitasokat és bizonyitsd be, hogy

d)

azA—[ ! + 3 - > j\/ﬁ racionalis
o1z Jas Jiog) 10
szam.

Hatéarozd meg az a és b nullatol
kiilonb6z06 természetes szamokat, ha

1+\/§ _ﬁ
\/§+\/8_ b

,a,beN".



Mﬁveletek elvégzésének sorrendje

A szamitdsok soran hasznalt miveletek tulajdonsagainak helyes alkalmazasa érdekében olyan algoritmust
hasznalunk, amely a miveletek elvégzésének sorrendjét adja meg. A valos szamokkal (mint minden mas szam
esetén is) végzett szamitasok eredményének helyessége fiigg az algoritmus szigora betartasatol.

Fedezziik fel, értsiik meg!

A. Ha a gyakorlat nem tartalmaz zardjelet, akkor:

1) elvégezziik a hatvanyozasokat és a négyzetgyokvonast, ha lehetséges;

2) elvégezziik a szorzast és osztast a megadott sorrendben;

3) elvégezziik az Osszeadast ¢és a kivonast a megadott sorrendben.
Megjegyzés: a) A hatvanyokkal végzett miiveletek, a tényezok gyokjel aloli kiemelése és a tényezok gyokjel
ala vitele mar az 1) lépés el6tt elvégezhetdk, vagy a megoldasi folyamat barmelyik 1épésében, ha egyszeriibbé
szeretnénk tenni a szamitasokat.
b) A tortek nevezojét barmikor gyoktelenithetjiik a feladat megoldasa soran, ha sziikséges. Amennyiben a nevez6
gyoktelenitése nem vezet elonydsebb helyzethez, akkor csak a szamitdsok végén alkalmazzuk azért, hogy az
eredményt szebb alakban irjuk le.

B. Ha a gyakorlat zargjeleket is tartalmaz, akkor:
1) a kerek zarojelben levoé miiveleteket végezziik el, az A pontban bemutatott 1épéseket kdvetve;
2) a szogletes zarojeleket kerek zargjellé, a kapcsos zarojeleket pedig szogletes zarojellé valtoztatjuk;
3) az 0j kerek zardjelben levé miiveleteket végezziik el, az A pontban bemutatott 1épéseket kdvetve.
Addig folytatjuk mig az &sszes zarojel eltiinik, majd elvégezziik a miiveleteket.

Alkalmazas
1. példa. Szamitsd ki: 4-(-0,5)" + J22°:11-9: (—\/3)4

I.1épés: 4. (~0,5) + V22" :11 — 9 :(-6)' =  Elvégezziik a hatvanyozisokat: (~0,5)" = -0,125;

2 , 4
= 4-(=0,125) + 22 :11 = 9: 36 = J22°=22 ¢s (-V6) =36
2. Iépés: =4 - (<0,125)+22 : 11 -9 : 36 = Elvégezziik a szorzast és osztast a megadott
= 05+2-025= sorrendben:
4-(-0,125)=-0,5; 22:11=2¢s9:36=0,25
3. lépés: = 1,5—0,25=1,25 Elvégezziik az 6sszeadast és a kivonast a megadott
sorrendben.

2. példa. Szamitsd ki a kifejezés értékét:
1) A négyzetszamokbol négyzetgydkot vonunk:

E = 5712 + 42 :4/196 - 2415 : /20 + /25 JI96 = 14 és 25 = 5.
Kiemeljiik a tényezoket a gyokjel alol: J12 =243,
Bevissziik a tényezdket a gyokjel ala: 2415 =60.

E=5-2J3+42:14-J60 : 420 +5 2) Elvégezziik a szorzas és osztasokat:
5-23 =1043; 42:14 =3; V60 : V20 = 3

* \algs szamok halmaza
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b4

E=10V3 +3-3 +5 3) Csoportositva a racionalis illetve irracionalis
szamokat, elvégezziik az dsszeadast és kivonast.

E=8+93 Megkapjuk a végs6 eredményt.

4
3. példa. Szamitsd kiaz £ = /5 -v5° — 17" :17° = (V3'7) : 32 Kifejezes érteket.
4
* A hatvanyokkal végzett miveletekkel kezdjiik: J5 -4/5 - J5 4; J17 ’ 17 °_ J17 ? és (ﬁ 12) =3 ®
tehat £ =5 —17° -3 3%,
* Elvégezziik a hatvanyozasokat: \/§4 =25 17 ? - 17; \/348 = 3%*tehat E=57— 17— 3% : 3%,
* A hatvanyokkal végzett miiveletekkel folytatjuk: 3**: 3% =3 tehat E=25-17 -3 =5.
Ez a példa ravilagit arra, hogy a hatvanyokkal végzett miiveleteket a feladat megoldéasa soran barmikor
elvégezhetjiik.
4. példa.
a)i+L_£_m—9_—9ﬁ- b)6)5_3)7+2)1_m11_11ﬁ
Vs s s s 5 7 V3 2J3 33 63 18
| By 25 a3 W3 3 o ﬁ)loﬁ+£)12_10\%+12£
c - = - —_—; =
36 3 6 6 V2 Ve 2 6
=5J6+2J6 =76
Megjegyzés:

a) A hatvanyokkal végzett miiveletek, a tényezok gyokjel aloli kiemelése €s a tényezok gyokjel ala vitele mar
a szamitasok elott elvégezhetd, vagy a megoldasi folyamat barmelyik 1épésében, amennyiben egyszeriibbé
szeretnénk tenni a szamitasokat.

b) A tortek nevezdjének gyoktelenitését a megoldasi folyamat barmelyik pillanataban elvégezhetjiik, ha
sziikséges. Javasolt az eredményt racionalis nevezdjli tort alakjaba irni, valamint a racionalis szorzétényezot
irreducibilis alakba hozni.

' Jegyezd meg!

® A. Ha a gyakorlat nem tartalmaz zardéjelet, akkor: \
1) elvégezziik a hatvanyozasokat és a négyzetgyokvonast, ha lehetséges:
2) elvégezziik a szorzast €s osztast a megadott sorrendben.
3) elvégezziik az Gsszeadast és a kivonast a megadott sorrendben.
B. Ha a gyakorlat zarojeleket is tartalmaz, akkor:
1) akerek zardjelben levé miiveleteket végezziik el, az A pontban bemutatott 1épéseket kovetve;

2) a szogletes zardjeleket kerek zarojellé, a kapcsos zarojeleket pedig szogletes zarojellé
valtoztatjuk;

3) folytatjuk az algoritmust, mig megkapjuk a végsé eredményt. )

v
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n Figyelembe véve a miiveletek elvégzésének
sorrendjét, szamitsd ki:

a) /56 +/2 15;

b) /26 :/13 2410 :/5;

c) ﬁﬁﬁ\/ﬁ,

d) 3-(2—ﬁ)+2(ﬁ—3);
&) 23 +(3v6)-(242);

) (242) +40V6:(-243).

E Figyelembe véve a miiveletek elvégzésének
sorrendjét, szamitsd ki:

a) V6% -8 — 62 +8°

b) /0.4 - 1,6 +4/0,9

¢) 40,04 — /1,69 +/0,25

@) J0.(2) - 0.(8) +3.(5)

e) (w/(—2)38 +\/2§j 16Y%

b V2o 2" [Jgg] 2.3

2) 215 + 245 - [9\5 ~3(32 - 2@)}

2 2
b (3946 + 41-43)% + /(39 46 — 41-43)

13-23

n Figyelembe véve a miiveletek elvégzésének
sorrendjét, szamitsd ki:

a) 23 -(2v2 +12) -6
b) 28 (/200 - /648 + /162 );
0) 3\/%+2\/§-(1—\E)—8\E+3\/ﬁ-

d)—T

e)O,S@—ﬁ-(ﬁ+2)+\/§;(3ﬁ);
f) (—\/E—\/%+2x/ﬁ)3 :(—\/ﬁ);

e \alds szdmok halmaza

g) (%) +%:%—./0,1(6):(2\/§);

B 142 3+2J— 6—\/5
NTI NG 3 )

n Szamitsd ki és tanulmanyozd, hogy az a szam
pozitiv, negativ vagy nulla!

a:@-[sﬁ—3-(5\/§+\/ﬁ)}+1lz.
Ha b=8\/g:(2\/§)—2-(1+\/§), akkor

szamitsd ki1 + b + b2

Adottak a: c=(%+ﬁ):(5\/§) és
d =[5 (6 ~2)+ (V6 +412): 5 |:2 1.

Bizonyitsd be, hogy a ¢ + d 0sszeg természetes

szam.

n Hatdrozd meg az M = {x ella<x< b}
halmaz elemeit tudva, hogy

az[\/ﬁ(\/ﬁ—\/ﬂﬂoﬁ)}(—ls)—ﬁ és
b=0,75- J_2—£+01(6) JIs.

CUBICY

ﬂ Végezd el a miiveleteket, majd rendezd
noévekvo sorrendbe az a, b, ¢, d szamokat:

a=0,4.420 — +*/E5“E

K

S N R e
{(I f)f-i-—”ﬂ-oé

(£_£] (V20 1080 + 0,5 750 ).

3
n Hatarozd meg azt a legnagyobb szamot, amely

kisebb az x=(ﬁ)3 -(ﬁ)s :(\/5)7 +(\E)9

szamnal!
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b6

10,

Hatdrozd meg azt a legkisebb
szdmot, amely nagyobb mint az

= (3612 VI8 ) :(V6) .

Végezd el a sziikséges miiveleteket, és
bizonyitsd be, hogy:

49 + 497 50+ 50°
a) 2 < 2
50+ 50 51+51
b) 16 ++/192 7 ++/147
18+\/24 8++192

Hozzuk a lehetd legegyszeriibb alakba az alabbi
kifejezéseket:

a) 243 (V6 —/5) - 2418 + 215
b) 5v2 (V2 =/6) - 16 -3-2 + 1043

¢) 2412 = 242 (30 : /5 - /5) - /40

d) 32 +4/216 + 33 - (V6 - 242)
6—\/3_2+\/§_1+\/§

RN 2f NG

D(lsf V2

)

2\1fj:485J€

(2 4f Sj' »
(

oQ

243
8 j 435
577 4I 1of 3

h)

), 2 P
e=cos x tgy
e

ﬁﬁ

R 42
B
Z\

<

13|

15,

Szémitsd kiaz x=30-a+b é y=a:b
értékét, ahol:
VS N F N P

5 2 3
SN N N
Hasonlitsd 0ssze az a és b szamot!

L oy V5 5
I V20 2 3

49
b = — N b:—
Ya= 2432 —6:+/18 és 55750

o) (3] (3] -

Tanulmanyozd, hogy melyik raciondlis szam az
alabbiak koziil

a)a=

6—x/§_\/§+2_1+\@
p V27 V123
X J2-10 2- f 9-22
N RN RN T

c)‘5—3\fH4\f—7‘—7\B
J V3 V3-5 57 JT-\0
3 J15 J35 J63
e) V30 +38 —107 :y/3% —10°

R R
0 (V32 (5 -7)

(443
h) (8\5)_1 +(2v2) RN




Ismeretfelméro

Hivatalbol 10 pont.
L. [rd ki mindenik feladat esetében az egyetlen helyes vdlasz betiijelét!

5p |1. J5 425 - (—3\/§ + 4\/5) +5+4/5 szamités eredménye:
A 55 B. 745 C. 95 D. 35

5p | 2. Elvégezve a V2 B+42:7 54 szamitast, a kapott eredmény:
A. /6 B. 26 C. -3J6 D. V6

5p |3. Az a=+/576 /144 - \(-5)':5* szém:
A. természetes B. pozitiv racionalis C. negativ racionalis D. irracionalis

-3

5p (4. A b=2\/§'(\/§) szam:

A. negativ egész B. negativ racionalis C. pozitiv egész D. pozitiv racionalis
12 1 J6 54
10p |5.Ha a=— és b=—=+—, akkor a - b egyenl0:
NI PN T BN N 5 ®
A B.-L c o D >
T 12 12 © 18 © 18
10p | 6. Ha Lzﬁ E ! akkor a - b — ¢ - d egyenl6:
2 b U5 a

Al B. 2 C.3 D. 4

5p |7.Az x/27 =12 =300 egyenléséget teljesitd x szam:
A. 2 B. 3 C. 4 D. 5

5p [8.A J4-y+ J72 =128 egyenléséget teljesitd y szam:
A. 5 B. 4 C.3 D. 2

1. [rd le a feladatok részletes megolddsat!

2 243
5p | 1.a) Mutasd ki, hogy % racionalis szam.
202243 6 b 5
20p | b) Adott a _(— jf V3 és =227 104 /3 szam. Bizonyitsd be, hogy — < — <.
NZRNG -2 Y ¥ 5%
2
15p | 2. Tekintsiik az E(x)=10- (x +5 ) kifejezést. Szamitsd ki E (—\/g ) +E (\/g ) és ellendrizd, hogy a
szamitas eredménye pozitiv szdm, negativ szdm, vagy nulla.

e \alds szdmok halmaza
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nvalés szam sulyozott szamtani kozepe, n 2 2.

Két pozitiv valos szam mértani kézepe

n valds szam sulyozott szamtani kozepe, n 2 2.

Fedezziik fel, értsiik meg!

V. osztalytol kezdve, a tanulasod eredményének kiértékelésekor jegyet kapsz. Félév végén kiszamoljak mindegyik
tantargy atlagat az alabbi modon:

1. Ha az illetd tantargynal nincs félévi dolgozat, akkor a naplo Jegyek cellajaban levo jegyek szdmtani kozepét
szamoljak ki. A kapott eredményt egészekre kerekitik, és atlagként beirjak a naploba.

A kovetkez0 értelmezés megadja a szamitasi szabalyt:

Ertelmezés: Ha adott n valds szam A VIIL. osztalyos Vencel 1. félévben,
foldrajzbol a kovetkezd jegyeket kapta:
X, X, Xy, .oy X, akkor @ szamtani kozép: 10, 8, 9, 10. Vencel fo6ldrajz atlaga
10+104+9+38
" Xt ety my=——"f =925
! n ' Kerekitve 9-es atlagot irnak a naploba.

2. Ha a tantargynal van félévi dolgozat (jeloljiik /" betiivel), az atlagot két 1€pésbol szamoljuk ki:

a) A naplé jegyek celldjaban levd jegyek Vencel, . félévben, matematikabol a kovet-

szamtani kozepét két tizedes pontossaggal keZ’G’J‘ e.gyeket kapta: 9,9, 10,9, 10, valamint
szémoljak ki. Nem veszik figyelembe itt a felévi dolgozat jegye 10.
a félévi dolgozat jegyet. Ezt az atlagot Szamitsuk ki az atlagat:

jeloljiik M bettivel. M=ma=9+9+12+9+10=9,4

Megjegyzés: Néhany jegy ismétlodhet a szamtani kdzép szamolasa soran. Példaul, a fenti esetben, Vencelnek két
10-es és harom 9-es jegye van. Az atlag kiszamolasa gyorsabb és praktikusabb lett volna, ha a kdvetkezoképpen
. 2-1 . . .
szamoltuk volna ki: M = 20—+;’9 =9,4, vagyis hasznalva a stlyozott szamtani kozépet. Az 10-es szam stlya
+

2, a 9-es szam sulya pedig 3. Egyértelmii, hogy a jegyek szama egyenlé a sulyok dsszegével.

b) Kiszamoljuk az M és F szamok szamtani kdzepét, hasznalva a 3-as illetve az 1-es sulyokat.

Ertelmezés: Az X, Xy Xy .., X szamoknak p, p,, .., p A matematika félévi

n

atlaga a kovetkezo6 lesz:
_3M+T _3-9,4+10

sulyokkal szamolt sulyozott szamtani kozepe az

-x,+p,-x,+...tp -x . =9,55.
m, = P % TP Pn % qzam, melyet roviden, a r 4 4
PP, T, Kerekitve, a 10-es atlagot irjak be a
fenti n szam sulyozott kozepének nevezziik. naploba.

Az adott példa esetén azt mondjuk, hogy az M atlag sulya 3, a F jegy sulya pedig 1, vagy az M sulya 75%, a F
_AMAT T B
4 100 100

szam sulya pedig 25%. m,



Amikor nagy mennyiségli szam szamtani kozepét hatarozzuk meg, akkor elényos sulyozott kozepet szamolni. A
sulyozott kozép képlete csupan egy rendszerezett valtozata az egyszerli szamtani kozép képletének, hasznalva a
valds szamok 0sszeadasanak kommutativ és asszociativ tulajdonsagat.

Egy osztaly 20 tanuléjanak, az utolso Jegy 7 8 9 10
ismeretfelméron kapott jegyeit a mellékelt Azon tanulék szama

oy . o o 3 6 7 4
tablazatba foglaltuk 6ssze. akik e jegyet kaptak
Szamoljuk ki az osztalynak ezen a kiértekelésen |4 soov siilva
kapott atlagat! Jeey Sty 3 6 7 4

(10+10+10+10)+(9+9+9+9+9+9+9)+(8+8+8+8+8+8)+(7+7+7) ) o
m, = 20 = 8,6 (szdmtani kdzép)
4-10+7-9+6-8+3-7 172
vagy m_ = =——=28,6 (sulyozott kdzepe).
Y 1, 4+7+6+3 20 (saly pe)

Alkalmazas

A szamtani k6zép tulajdonsagai:

1. Két vagy tobb szam szamtani kdzepe a szamok Adott n valos szam, melyek koziil a a legkisebb és
. b

koziil legalabb a legkisebbel, illetve a szamok ko- b a legnagyobb. Akkora = =% < m <22 =,
n n

zill legfeljebb a legnagyobbal lehet egyenld. A masodik példaban 7 < 8,6 < 10.

A matematika esetén, a félévi atlag kiszamolasa soran
az M éatlag sulya nagyobb, mint az F szam sulya,
valamint m—-—M<F-m

3IM+F

2. Két szam sulyozott kozepe ahhoz a szamhoz all
kozelebb, amelyiknek nagyobb a sulya

M=94,F=10és =9,55
Saranak és Davidnak torténelembdl ugyanannyi je-

. . , e, e van, csak 9-esek és 10-esek. Mégis mas az atla-
3. Ugyanazon szamok esetén a szamtani kozép 2 &

értéke valtozhat a stlyok fliggvényében. 2
my =22H 80 _ 5 95, Slletve my =2t t? _g 75
' Jegyezd meg!
® J * Ha adott n valds szdm, x , x,, x,, ...., x , akkor a 1. Két vagy tobb szam szamtani kdzepe \
smtani kézép: m = +x, +..+Xx, a szamok koziil legalabb a legkisebbel,
szamtant Kozep: m, = n ‘ illetve a szamok kozil legfeljebb a
« Ertelmezés: Az X, X,, X,, ..., X legnagyobbal egyenld.

12 7722 7732 n

szamoknak p , p,, .... , p,, sulyokkal
smolt sal . G o )
szamolt sulyozott szamtani kozepe az 2. Két szam stlyozott kézepe ahhoz

_PrXtp,x,ttp, X, SZam a szamhoz all kozelebb, amelyiknek
p,tp,t..+p, nagyobb a stlya.

melyet roviden, a fenti n szam sulyozott
kozepének nevezziik.

m,

e \alds szdmok halmaza
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60

> 9 J ¥ Gyakorlatok és feladatok

Szamitsd ki az a és b valos szamok szamtani
kozepét!

a)a=2,b=18; d)a=l—§,b=1+0,8;

b)a=725b=2275; e) a=26,b=86;
©)a=5,5b=183); f) a=35,b=175;
g) a=+/63 =22, b=+/7 +8;

h) a=1+\/§+\/§,b=2+\/§+\/§.

Szamitsd ki az a, b, ¢ szamok szamtani
kozepét, ha: a = 3\/% —\/4_8; b=+/108 —3\/5;
c=72-12.

Az a, b, ¢ szamok szamtani kozepe 4 + 8\/5 .

a) Tudva, hogy a=3++/32, b=5++72,
hatarozd meg a ¢ szdmot;

b) Hatarozd meg a harom szdmot, ha 2a = 3b = 6¢.

A VII. C osztalyban 25 tanul6 koziil 9 fia. A
fiuk atlag testmagassaga 170 cm, a lanyok atlag
testmagassaga pedig 165 cm. Szamitsd ki a
VII.C osztaly tanuloinak atlag testmagassagat.

Két pozitiv valés szam mértani kozepe.

Emlékezteto

Tekintsilk a — =k aranyt, ahol a és b pozitiv valds szam, melyet

\_

A derékszogli haromszog teriilete 7,

Lenke két kiilonboz6 iizletbdl vasarolt sz616t.

Az elsé iizletbol 1,5 kg vasarolt szoloért

13,5 lejt, a masodik iizletbdl vasarolt 2,25 kg

szOl6ért pedig 15,75 lejt fizetett.

a) Hatarozd meg a sz616 kilogrammjanak arat
mindkét iizletben.

b) Hatarozd meg a Lenke altal vasarolt sz616
aranak atlagat!

Egy hét minden napjan reggel 9 o6rakor
megmeértek a levegd hdmérsekletét. A
meteorologus a mért értékeket az alabbi
tablazatba foglalta. A kdvetkezo hét elsé harom
napjan ugyanazt az x-szel jelolt hdmérsékletet
mérték, Celsius fokban kifejezve.

ziua

L | Ma | Mi J \% S D L | Ma | Mi

7°C | 8°C | 9°C | 12°C | 15°C|15°C|18°C | x°C | x°C | x°C

a) Szamitsd ki az els6 hét atlag hdmérsékletét!
b) Tudva, hogy a tablazatban lev6 10 nap atlag
hémérséklete 13,5°C, hatarozd meg az x

értékét!

a

b =a - k alakban is irhatjuk.

Osszefliggést irhatjuk.

Az [ oldalhosszisagl négyzet teriilete 7= /2.
A téglalap teriilete 7 _=L -/, ahol L a hosszusag és 1 a szélesség
hossza.

_a9
A_ .
2

Példa: Az AB szakasz hossza 4 cm, a BC szakasz hossza pedig
6 cm. Tehata BC_6 vagy a BC=£-AB vagyaBC=1,5"A4B
AB 4 4




Fedezziik fel, értsiik meg!

Adottak ebben a sorrendben kollineéris o a . b . c .
A, B, C, D pontok, tigy, hogy , BC=5b A B C D
¢s CD = c. Tudjuk, hogy BC=Fk - AB ¢s BC b
CD=k - BC. e ==k
AB a b ¢ )
a) Alkoss aranypért az a, b, ¢ pozitiv cD ¢ = P ©b=aceob=vac
szamokkal. BC b

b) Fejezd ki a b pozitiv szdmot az a és ¢
pozitiv szam fiiggvényében.

Az ABCD, téglalap esetén AB =9 és
BC=25.
a) Szamitsd ki a téglalap teriiletét.
b) Szamitsd ki annak a négyzetnek
az oldalhosszat, amelynek teriilete
egyenld az adott téglalap teriiletével.

Azt mondjuk, hogy a b szam az a és ¢ szam mértani
kozepe.

Legyen a a négyzet oldalanak hossza. 7, = AB - BC=

=a*=>a*>=9 - 25, tehit a=+9-25=15.
Azt mondjuk, hogy a négyzet oldalanak hossza mértani
kozepe a téglalap méreteinek, tudva, hogy a két sikidom

=9-25,T

négyzet

tertilete egyenld.

* \algs szamok halmaza

Ertelmezés: Az x és y pozitiv valés szamok mértani kozepe az m, = \/x-y szam.

m . 7 r r r r . 3 r r r
Te_ Y o m, =[xy, ekvivalenciabol, az x és y szamok mértani kdzepét az x €s y szamok
X m

4
aranykozepének is nevezziik. Mivel sokszor alkalmazzuk a mértanban, gyakrabban hasznaljuk a mértani kozép
megnevezést.

Alkalmazas

Kiindulva az

A.1.Adotta2,4,8, 16, 32, ... pozitiv szamok sorozata (a masodik tagtol kezdve mindegyik tag a megel6z6 .

tag kétszerese).
a) Ird le a sorozat kovetkez6 harom tagjat.

b) Eszrevessziik, hogy 42 =2 - 8 vagy 4 =+/2-8. Keress két hasonlo dsszefliggést a sorozat tagjai kozott!
2. Szerkessz a fentihez hasonlo6 feladatot, hasznalva mas szamokat!

B. Az x és y pozitiv szamok mértani kdzepének tulajdonsagai:

1. Két pozitiv szam mértani kdzepe a szamok koziil legalabb a legkisebbel, illetve a szamok koziil legfeljebb a
legnagyobbal egyenld; ha a két szam egyenld, akkor a mértani kozép megegyezik mindkét szammal.

Ha 0 <x <y, akkor x=\/x—231/x-y <yt =y

Ha x =y akkor m, =\/x-y =+x-x =x.

2. Két pozitiv szam mértani kozepe kisebb vagy egyenld a két szam szamtani kdzepénél.

Mivel m, =/x-y, azx<m,<y.

9+10

2418 /570 ~9,4868<9.5 = -

XV  példa. 218 =6<10=

Barmely x> 0ésy >0, \/x-y <

3. Két pozitiv szam mértani €s szamtani kozepe egyenld akkor €s csakis akkor, ha a két szam egyenld. Ha x és

. +
y pozitiv szam, akkor \/x-y =¥ Sx=y.
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Gyakorlati alkalmazas

Ennél a gyakorlatnal legalabb kétfos csapatokban dolgozzatok.
Sziikségetek lesz kartonra, markerre, mértani felszerelésre, ollora.

—

Szerkessz a kartonra egy derékszogli haromszoget!
Szerkeszd meg az az atfogéhoz tartozd magassagot. Jelold a magassagot / betiivel, majd a magassag altal
az atfogon meghatarozott szakaszokat x és y betiivel.

Satirozd be kiilonb6z0 szinekkel a keletkezett két derékszdgli haromszoget!

Vagd ki a kapott haromszogeket!

Szerkessz meg és vagj ki egy / oldalhosszlisagl négyzetet és egy olyan téglalapot, melynek méretei x és y!
Egy nagyobb kartonon illeszd egymashoz a négyzetet és a két haromszoget tigy, hogy kapj egy
haromszdget. Rajzold meg és vagd ki a kapott nagy haromszdget.
7. Helyezd egymas mellé a

™

SN kW

két kis haromszoget €s a
téglalapot Gigy, hogy kapj egy h h
dereksz,ogu haromszdget. Mit X y X ¥
veszel észre?
8. Hasonlitsd 0ssze a készitett X =
anyagot a mellékelt abrakkal, + , + h
majd tanulményozd a kapott < #| =
o . , ! X X'y ,\
Osszefliggéseket! 7 y ¥ I
Y Armevem— Y Armevam—
h+y h+y

Amikor a /2 teriiletli négyzetet és a két haromszoget 6sszeillesztjiik, akkor olyan derékszogli haromszoget
kapunk, melynek befog6i y + % és x + /1 hosszusaguak.

Amikor az x - y teriiletii téglalapot és a két haromszoget dsszeillesztjiik, akkor az el6z6vel kongruens derék-
sz0gl haromszdget kapunk.

Kovetkeztetés: A négyzet és téglalap teriilete egyenld, h* =x-y = h=./x-y, tehit az 4tfogohoz tartozé
magassag hossza mértani kdzepe a magassag altal az atfogon meghatarozott szakaszok hosszanak.

Megjegyzés: Ezzel a gyakorlattal bizonyitottatok a derékszogii haromszogben felirhato egyik fontos tor-
vény-szerliséget, melyet magassagtételnek neveziink. Ezzel az 6sszefliggéssel mértanbol fogunk foglalkozni.

A gyakorlatban is fontos észrevenni a mértani kozép hasznalatanak fontossagat.

Példa

Mihaly édesapja egy lizlet reklamrészlegén dolgozik. Az

iizletben talalhat6 egyik termék ara 500 lej. A kdvetkezo évben

két, egymas utani aremeléssel szeretné dragitani ezt a terméket.
El6észor 1,28-szorosan dragitana, majd 6 honap mulva az 1j arat S o~

1,28 szer 1,62 szer

1,62-szeresen novelné. A sziikséges szamitasok elvégzése utan
megallapitotta, hogy a termék végsd ara 1036,8 lej lesz.

Mihaly azt tanacsolja, hogy a termék arat két egyforma dragitassal

noveljek, azaz x-szeresen emeljék az arat két alkalommal gy, 1036,8 lej
hogy a végso ar ugyanaz legyen. ’

Edesapja n}egdl.cserl .Mlhalryt ’otl’eteert, ¢s megkérdi: Yoszer Yoszer
Hogyan szamoljuk ki az x értékét?



Mihaly kiszamolja a két aremelésnek megfeleld szdm szamtani

() (o) @i

Kozenat: 1,28+1,62_145d , h

ozepet.' —=1, e észreveszi, hogy nem ugyanazt az ~dfll> . A
drat kapja. 1,45-szer  1,45-szer
Jobban meggondolva, Mihaly arra a kovetkeztetésre jut, hogy a

1036,8 lej
mértani kézepet kell hasznalnia: x =4/1,28-1,62 =1,44.
g ) * ) _ - 2y >

Magyarazd meg, miért kell a mértani kdzepet hasznalni? 1,44-szer  1,44-szer

' Jegyezd meg!
QJ . Barmely0<x<y esetenx <m <y.

: . +
Az x és y pozitiv valos szamok 2. Hax>0¢sy>0,akkor \/x-y < al 5 Y ,

mértani kozepe, vagy vagyis m,<m,
arinykézepe az m, = e y 3. Hax és y pozitiv szdmok, akkor

: +
szam. /x-y=x2y<:>x=y,
vagyis m, =m, akkor és csakis akkor, ha x = y.

p—

L

y J o Gyakorlatok és feladatok

BN Szamitsd ki az a és b pozitiv valés szdamok BY Adottaz a=+5J625, b= 45 szam.
mértani kozepét: Szémitsd ki a két szam m_ szamtani kozepét és

a)a=2,b=18 m,_ mértani kdzepét. Hasonlitsd 6ssze az m ¢s

c) azﬁ, b:E;
5 7

e)a=12,b=3,3).

bya=3,b=12;

d)ya=112, b zi- m, szamokat!
b 7,

m a) Hatarozz meg két természetes szamot tudva,
hogy mértani kdzepiik J1o1.
b) Keress két természetes szamot tudva, hogy
mértani kozepiik 5.

BN Szamitsd ki az a és b pozitiv valés szamok
mértani kozepét:

a) a=632, b=32; _
n Hatérozd meg az gp alaku természetes
b) a=315, b=5V15; szamokat tudva, hogy a 2¢ és 4® szimok mértani

¢) a=3+12, b=48 —/3; kozepe 8.
d) a=\/§+\/3_2—\/5, b=+162 -72. E A pozitiv x és 8 szamok mértani kdzepe 12.

a) Hatarozd meg az x szamot.
b) Mennyivel kell az x szdmot ndvelni ahhoz,
hogy a mértani kozép duplazodjon?

Két pozitiv szam mértani kozepe 4\/5 .
Az egyik szam 24/2. Hatérozd meg a masik
szamot!

e \alds szdmok halmaza

Két pozitiv szam mértani kozepe 543.
Az egyik szam 5. Szamitsd ki a két szam
szamtani kozepét!

Az a és b pozitiv szamok aranya % mértani

kozepiik pedig 18. Hatarozd meg az a és b
szdmot!
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Ismeretfelméro

Hivatalbol 10 pont.
I.  Ird ki mindenik feladat esetében az egyetlen helyes vilasz betiijelét!
5p | 1. Tamasnak angolbol egy 7-es, harom 8-as €s két 9-es illetve két 10-es jegye van. Tamas atlaga
angolbol:
A. 7 B. 8 C.9 D. 10
5p |2. A6 és 54 mértani kozepe:
A. 18 B. 16 C. 14 D. 12
12 3 . , e o
5p |3. Az 53 és 2 szamoknak 8,12, illetve 16 sulyokkal szamitott stilyozott szamtani kozepe:
A S B. 2 c 2 D 2
- - 3 - - 3
5p | 4. Az x és 12 mértani kdzepe 18. Az x szam értéke:
A. 24 B. 27 C. 30 D. 36
5p |5. A3 ésy mértani kdzepe 543. Az y szam értéke:
A. 20 B. 24 C. 25 D. 50
5p | 6. Az ab és ac szémok mértani kdzepe 6/6. Ezeknek a szémoknak a szamtani kozepe:
A. 10 B. 12 C. 15 D. 18
10p |7 03__* aranyparban lev6 pozitiv x szam értéke:
Cox 23,04 '
A. 15 B. 1,4 C. 1.3 D. 1,2
10p
8. Ha % = g = @, akkor az a és c, illetve a és b szam mértani kdzepeinek szorzata:
c
A. 63 B. 3V6 C. 43 D. 3\2
1. [rd le a feladatok részletes megolddsat!
1. Tekintsiik az a és b természetes szamokat 0 < a < b.
10p a) Szamitsd ki az a és b szamok mértani kdzepét, tudva, hogy szamtani kdzepiik 2.
10p b) Szamitsd ki az a és b szamok szamtani kdzepét, tudva, hogy mértani kézepiik 3.
5p ¢) Ab) alpont feltételei alapjan szamoljuk ki az a és b szamnak 2b és 7a sulyokkal szamitott
sulyozott szamtani kdzepét.
2 2
2. Legyen x és y olyan szdm, melyre \/(x - 2\/5) + \/(6\/3 - y) <0.
10p a) Hatarozzuk meg az x és y szamot.
5p b) Hasonlitsuk Ossze a és szamokat.

2 1
x+y  Jo




[1.7) x> = a alaki egyenletek, ahol « € R

Emlékeztetd

a) 77 =49 és (-7)*=49
1. Barmely x € R szam esetén igaz, hogy: b) \/gz —5 &g (_\/g)z —5
x2=(—x)>~ ,
2
o) (2v3) =12 ¢ (-243) =12.
2
| 2) (243) >0,
2. Barmely valds szdm négyzete pozitiv valos 5
szam. b) (—2\/5 ) > 0;
c) 02=0.
3. Mindegyik pozitiv a valos szam esetén
megadhatjuk a szdm négyzetgyokét, melyet a) V9 =3; ) V6,25=2,5 ) V522,23,
\/g -val jeloliink. \/Z szintén pozitiv valds, 9 3
racionalis vagy irracionalis sz4 b) === d) V3 ~1,73;
gy irracionalis szam. 75 5
4. Bgrmelrylk negatlv s.z’am k}sebb, mint 0 és Haa<0ésb>0, akkor a < b,
mint barmelyik pozitiv szdm.
5. Haa>0ésb>0,akkora®>=5b*><a=>h. Haa>0¢ésbh>0,akkora=5 o Ja=+b.

\_

Oldjuk meg figyelmesen!

Oldjuk meg a kdvetkezo :

Adottaz H={-6,—5,—4, 2, 5} halmaz.

a) Hatarozd meg az H halmaz azon x valds elemét,
melyre x? = 25.

b) Hatarozd meg azokat az x valos szamokat, melyre
x?=25.

Megoldas: a) H= {—6,—5,—4,2,5}. Az H halmaz min-

degyik x elemére kiszamoljuk x? értékét, és azt kapjuk,

hogy: (- 6)> =36 £25; (—5)* =25; (-4 =16 #25;

22 =4 #25; 52 = 25. Kovetkeztetésként, kizardlag az 5 és

-5 olyan szam, melyek az H halmaz elemei és teljesitik az

egyenloséget.

b) Az a) alpont alapjan tudjuk, hogy 5 és —5 teljesitik az
egyenlOséget, tehat a .

Egyszeriien belathato, hogy: 1) Ha x > 5 vagy x < -5,

akkor x? > 25, tehat nem teljesiti az egyenlOséget.

2) Hax>-5¢ésx <S5, akkor x? < 25, tehat nem teljesiti az
egyenlOséget.

Tehat kizarolag az 5 és —5 olyan valds szam, amelyek a

igy is megfogalmazhato:
Adottaz H= {-6,—5,—4, 2, 5} halmaz.
a) Oldd meg az H halmazon az x> = 25

b) Oldd meg a valos szamok halmazan az
xX*=25

Megoldas: Azt mondjuk, hogy az egyenletben
van egy x
Bizonyitottuk, hogy az 5 és —5 teljesitik az
egyenletet, tehat az adott
H és R halmazon is.
Az M ={-5, 5} halmaz az adott

mindkét esetben.
Az egyenlet 6sszes megoldasainak
meghatarozasat az egyenlet megoldasanak

nevezzik.

e \alds szdmok halmaza
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Fedezziik fel, értsiik meg!

Ha az egyenlet x> = g alakq, ahol a € R akkor
meg kell hataroznunk az 6sszes olyan valds
szamot, amely teljesiti az egyenldséget.

* Az x az egyenletben levé ismeretlen.

* Az ismeretlen 0sszes olyan valds értékét,
mely teljesiti az egyenletet, az egyenlet
megoldasdanak nevezzik.

* Az x 0sszes olyan valds értékeinek
halmazat, melyre igaz az egyenléség, az
egyenlet megoldashalmazdanak nevezzik.

» Megoldani az egyenletet azt jelenti, hogy
meghatarozzuk az 6sszes megoldasat.

Az x* = a alakt egyenlet megoldasa, ahol a € R.

1) Haa > 0, az x* = a egyenlet |x| =a,
alakban irhatd, amelyek igaz akkor és csakis
akkor, ha x= Ja vagy x = —a.

Azt mondjuk, hogy az egyenlet valos
megoldasai: x, = Jaés x, = —a.

Az egyenlet megoldashalmaza:

M={-a,a}.

2) Az x* = 0 alakt egyenletnek, ahol x =0,
tehat M = {0}.

3) Az x* = a, lakua egyenletnek, ahol a <0
nincs valds megoldasa, mert x> >0 és a <0,
tehat x2 # a, barmely x valds szam esetén.
Az egyenlet megoldashalmaza M = &.

Oldd meg R -ben az x> = 256 egyenletet.

16 az egyenlet megoldasa, mert 162 = 256.

Hasonldan, —16 is a az egyenlet megoldéasa, mert
(-16)*=256. Ha x > 16 vagy x < —16, akkor x> > 256, tehat
nem teljesiti az egyenldséget. Ha x > —16 és x < 16, akkor
x? < 256, tehat nem teljesiti az egyenldséget. Tehat, 16 és
—16 az egyenlet kizardlagos megoldasai.

fgy irjuk: x, =16 és x, = —16. A megoldashalmaz:

M= {-16, 16}.

Megjegyzés: A 16-0s 256 szam négyzetgyoke, —16 pedig
16 ellentettje.

frhatjuk, hogy: x, =~/256 =16 és x, =—/256 =—16.

a) x’=64 = x,=/64=8¢s x, =—
M ={-8,8};

64 =-8, azaz

b) x*=15 = x,=+/15 és x, =—/15, azaz
M ={ 15, 15

¢) x*=18 = x, =18 =32 és x, =—
azaz M={—3\/5, 3\/5}

18 =—32,

a) (2x)=0=>2x=0=>x=0¢&s M= {0}.
b) 2x—-1012=0=2x—-10=0=>x=5és M ={5}.

a) Az x?=-16 egyenletnek nincs megoldasa, M = &.
b) Az x?>=-1 egyenletnek nincs megoldasa, M = &.

Megjegyzés: 1) Az egyenletben levé ismeretlent mas betlivel is jelolhetjiik. Példaul, a ## = 16 egyenletben levo
ismeretlen 7, megoldasai pedig ¢, = —4 és t, = 4. A megolddshalmaza M = {—4, 4}, ugyanligy, mint x* = 16 vagy

m? =16 vagy akar a*> = 16 egyenletek esetén.

2) Javasolt, hogy az egyenlet megoldasat a megoldashalmazanak leirasaval fejezziik be.

Alkalmazas

Emlékezziink, hogy azt a két egyenletet, melynek megoldésai ugyanazon halmaz elemei, és megolddshalmaza
megegyezik, ekvivalens egyenleteknek nevezziik. Ekvivalens atalakitdsoknak nevezziik azokat az 4talakitasokat,
melyek soran ekvivalens egyenleteket kapunk. Az alabbi atalakitasokat hasznalhatjuk:

1) Hozzédadjuk vagy kivonjuk az egyenlet mindkét oldalabdl ugyanazt a valos szamot;

2) Az egyenlet mindkét oldalat szorozzuk, vagy osztjuk ugyanazzal a nullatdl kiilonb6zd valos szdmmal;

3) Haa>0¢sb>0,a=b akkor és csakis akkor, ha \/2:\/5.

Sok olyan egyenletet kell megoldani, melynek mas alakja van, de ekvivalens atalakitasok segitségével x*=a

alakba hozhatjuk az adott egyenletet.



Példak.

a) 2¢+5=133 |-5 b) (-9 =144
2x* =128 :2 [x=9=
x* =64 x—9=-12vagyx—-9=12
|x|=\/6_4<:>|x|= x,=-3 vagy x, =21
x=-8, x,=8 M={-3,21}.
M ={-8,8}.

Jegyezd meg!

V144 =[x -9|=12

¢) (2x—9p=25
2x-9|=25 = [2x-9|=

2x—-9=-5vagy2x—-9=5
2x =4 vagy 2x = 14

x, =2vagyx,=7
M={2;7}

1) Ha a > 0, akkor x’ =ac>|x|=\/;<:>x=\/zvagy x=—a. M={—\/Z, \/5}
2) x2 = 0 akkor és csakis akkor, ha x = 0. M = {0}.
3) Ha a < 0, akkor x> # a, barmely x valos szam esetén. M = &.

@

J Ly Gyakorlatok és feladatok

n Oldd meg az N halmazon a kdvetkezd

egyenleteket:

a) x> = 625; d) -7 - x*=-343;
b) x* = 256; e)3 - x*+1=76.
c)2 - x2=23800;

Ird le az 6sszes olyan (a, a) szampart, amelyre:

a)a* € {16,81,400} és a € N;

b) a*> € {25,49,144} ésa € Z;

c)a* e {16,81,400} ésa € Q .

Hatarozd meg az egyenletek valds megoldasait!
25

a)x>=36; ¢) xzzf; e) x> +7=907

b)x=324; d)x=-9; f4-x+1=9

Oldd meg a valds szamok halmazan az alabbi
egyenleteket!

a) 5x* =320, d) i=£;
X
b)i.xzzﬁ; )2:3_x;
3 27 8 14
2 2m—1 27
c) (x—1) =2,(7); 3 T, 1
) (-1 =2,7) i
Hatarozd meg az egyenletek negatlv
megoldésait!
a) 2x? +7=105; by 4o X
15x 105

Hatarozd meg az egyenletek negativ

megoldasait!
2 2 2 7
a) x* +15=51; b) - +0,(6)= I5-

Oldd megaz M ={xeZ|9%4<x* <169}
halmazon az alabbi egyenleteket:

a) x> +15=51; b)%-x2+0,(6): 1%.
Oldd meg R-en az egyenleteket:
a) X =5; d) 12x2+7=?;
b) 7 =%; e) X +3' =(-2)";
c) 2-x*=0; f) lxz+§=1,(6).
2 2
Adott az M =40,81; %, -1;0;2;-9; 225}.

halmaz. Hatarozd meg annak a valdszintiségét,
hogy talalomra kivalasztva az M halmaz egy a
elemét, az x* = a egyenletnek:

a) racionalis megoldasai legyenek;

b) egész megoldasai legyenek;

c) valos megoldasai legyenek;

d) egyetlen valos megoldasa legyen.

E

A mellékelt abran 1 1

egy foldtertilet

vazlatos rajza lathato. q__G
A foldteriilet harom L
egymashoz illesztett

A B C

ABIJ, BCGH és CDEF

négyzetbol all. A H pont a Bl szakasz, F' pedig
a CG szakasz felez6pontja. Tudva, hogy a teljes
foldteriilet felszine 0,0525 ha, szamitsd ki a
harom négyzet oldalanak hosszat!

D

e \alds szdmok halmaza
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Ismeretfelméro

Hivatalbol 10 pont.
L Ird ki mindenik feladat esetében az egyetlen helyes vilasz betiijelét!
5p | 1. Azx*—81 =0 egyenlet megolddshalmaza:
A. {-81,81} B. {-3,3} C. {-9,9} D. {-27,27}
5p |2. A—4x?+ 25 =0 egyenlet megoldashalmaza:
A 22 B 22 C 24 D 0,25; 0, 25
" s7s 272 " s’s - 10250, 25)
5p | 3. Hax>0és (x—3)* =36, akkor x értéke:
A. 3 B. 3 C. 6 D. 9
2
5p | 4. Hax<0és (x—1)" =(1-/5), akkor az x értéke:
A 245 B. 25 C. V5-2 D. J5-3
10p [5. Aza - (a+6)=6 " (a+ 1,5) egyenlGséget teljesitd a természetes szam:
A. 6 B. 3 C. 15 D. 9
b-1_ 27 e
10p [6.A —= egyenldséget teljesitd b negativ egész szam:
21 7b-17
A 8 B. 10 C. -8 D. -10
IL. [rd le a feladatok részletes megolddsat!
10p | 1. Adott egy négyzet alaku foldteriilet. Ha oldalanak hosszat 25 m-rel ndveljiik, akkor teriilete
0,5625 ha lesz. Hatarozd meg a négyzet oldaldnak hosszat.
2. A mellékelt abran harom, ugyanakkora teriiletii
négyzetbol alkotott téglalap alaka foldteriilet
lathatd, melynek teriilete 2187 m?.
10p a) Hatarozd meg egyik négyzet oldalhosszat!
5p b) Hatarozd meg a téglalap méreteit!
5p ¢) Hatdrozd meg annak a keritésnek a
hosszat, amely teljes mértékben bekeriti a
foldteriiletet.
20p | 3. Karcsi szobdjaban egy négyzet alaka poszter van arra a falra ragasztva, melynek méretei 6 m és

mint 2 -ét lefedi, szamitsuk ki a poszter méreteit.

2,4 m. A poszter oldalhossza természetes szam, méterben kifejezve. Tudva, hogy a poszter a fal tobb

p e=cos x 19y
T =)

Y

N [+
¢ )T o

A




inearis eqyenletek es

2.1. Egyenldség atalakitasa ekvivalens egyenléséggé. Azonossagok

2.2.a-x+ b =0 alaku egyenletek, ahol a és b valos szamok

2.3. Két kétismeretlenes linearis egyenletbdl allé egyenletrendszer

2.4. Egyenletekkel vagy linearis egyenletrendszerekkel megoldhaté
feladatok

Sajatos kompetencidak:



* Linedris egyenletek és egyenletrendszerek

70

Egyenl6ség atalakitasa ekvivalens egyenloségge.
Azonossagok

Emlékezteto

1) A valos szamok halmazan értelmezett egyenléségi relacio tulajdonsagai:
a) Minden valos szam egyenlé 6nmagaval, azaz x = x.
b) Ha x =y, akkor y = x.
c¢)Hax=yésy=z akkorx=2z.
2) Az egyenlOség jel bal oldalan talalhato kifejezést az egyenldség baloldaldnak, a jobb oldalan talalhatd
kifejezést az egyenlOség jobboldalinak nevezzik.

=/

\Z
Fedezziik fel, értsiik meg!

* A feladatok megoldasa soran egy adott informéciot tobbféleképpen is megadhatunk, latszolag kiilonb6zo
kijelentések alakjaban
Példaul, az x + 3 =7, x — 2 = 2 és x = 4 kijelentések kiillonbozoképpen vannak megfogalmazva, de mégis
ugyanazt jelentik, azaz, hogy az x ismeretlen egyetlen olyan értéke, melyre igazak az egyenloségek az a
4-es szam. Ilyen kijelentéseket ekvivalenseknek neveziink.
fgyirjuk:x+3=7ox-2=2vagyx+3=7ox=4vagyx—2=2ox=4.

B
1 - [l ——p [

A. Adott egyenléségbdl kiindulva vele ekvivalens egyenléséget kaphatunk a kovetkezd atalakitasokkal:
1) Az egyenldség mindkét oldalahoz hozzaadjuk vagy kivonjuk ugyanazt a valés szamot.
2) Az egyenldség mindkét oldalat megszorozzuk vagy elosztjuk ugyanazzal a nullatél kiilonb6z6 valos
szammal.
3) Ha az egyenldség mindkét oldala pozitiv szam, akkor ekvivalens egyenlGséget igy is kaphatunk:
a) az egyenldség mindkét oldalat felemeljiik #-edik hatvanyra, ahol n egész szam.
b) az egyenldség mindkét oldalabol gyokot vonunk.
A felsorolt atalakitasokat igy fogalmazhatjuk meg matematikai nyelven:
Példak.
1) x=yox+3=y+3

1) x=y<x+a=y+a,barmelya € R;

x=y<>x-—a=y—a,barmelya € R. x=yeox—5=y-5
2) x=y<& x-a=y-a,barmely a € R, 2) x=y< x-25=y-25
y
x=y<:>£=l,bérmelyaeR*. x=y©—3=_3
a a 3 _
3 3
3) Hax>0¢ésy>0,akkorx=y<x"=y",neZ 3) 17525‘31’52:(5)

Hax>0¢ésy>0,akkorx=y < \/;z\/;



Ekvivalens egyenldségek szerkesztése érdekében tekintsiik a kovetkezo példakat:

a) Sx-6=5y-6[+6 b) 3-x=3-y]-3 )x=y [:7 d x_vy (5-9)
5x=5y |5 —x=-y |-(-1) x_y >
x=y x=y 7 7 9x=5y

B. Ha adott két egyenl8ség, akkor az alabbi atalakitiasokkal lehet ezekkel ekvivalens egyenléségeket kapni:
1) a két egyenldség mindkét oldalat 6sszeadjuk.
2) a két egyenldség mindkét oldalat kivonjuk.
3) a két egyenldség mindkét oldalat dsszeszorozzuk.
4) a két egyenldség mindkét oldalat elosztjuk.

5) a két egyenléség mindkét oldalat hatvanyozzuk.

ams] ) aos| O s O asy] O amt

xX+a=y+a x—a=y-b x-a=y-b

az0,b=0

C. Matematikai azonossagnak nevezziik azt az egyenlOséget, mely egy vagy tobb valtozot tartalmaz és igaz
minden értékre, amit a valtozok felvehetnek.

Példak.

l.a) x+0=x; b) 9x-7x=2x; ¢ x-(x+3)=x+3x; d) Vx" =|x|
olyan egyenldségek melyek igazak minden x € R esetén, tehat egyvaltozos matematikai azonossagok.
2.a" a’=a""?, barmely a € R" és n, p € N esetén, tehat haromvaltozos matematikai azonossag.

n(n+1)

3.1+24+3+..... +n=

Alkalmazas

1) Szamitsd ki a + b +x + y értékét, hax + b =27 és 2) Ha 3x + 2y = 7x, bizonyitsd be, hogy y az x
y+a=4. kétszerese.

Megoldas: x +b =27 Megoldas: 3x + 2y =Tx | —3x
y+a=4 (+) 2y=4x | :2

a+b+x+y=31 y=2x

, barmely n € N esetén.

4) Szamitsd ki 7a + 4b + 7x + 4y értékét, ha

3)Haa=bésx=y,ahol x >0, y >0, mutasd ki, a+x=10¢ésb+y=8.

hogy av/x = b\[y .

Megoldds.‘x=y<:>\/_=\/; Megoldas: atx=10 |.7és bry=8 |4
a=>b Ta+7x =70 4b +4y =32
N () TasTe=70)
4b+ 4y =32
a xzb\/;
Ta+4b+7Tx+4y =102

* Linedris egyenletek és egyenletrendszerek



S)Haa+b=14¢ésx+y=17, szamitsd ki
a+ b —x—y értékét!

6)Haa+b=5é&s b+ c=7,szamitsd ki
7a +10b + 3¢ és Ta + 4b — 3¢ értékét!

Megoldas: X +y=17 | - (1) Megoldds: a+b=5|-7 ¢ b+c=T]3
—x-y=-17 7a+7bh =35 3b+3c =21
atb=14 ‘(+) Ta+7b =35 Ta+7b =35
—xoy=-U eae-21| " sese=a| U

a+b-x-y=-3

Feladat a portféliéba

1) Adj példat az A és B részben bemutatott atalakitasokra, figyelembe véve a megadott példakat.

Ta+10b + 3¢ = 56 TJa+4b—3c =14

* Linedris egyenletek és egyenletrendszerek

D) 222 g 222 waedia € Gasia
b 3 c 2 c a P
b)Haa-c=38ésb-c= 19, szamitsd ki - és =" értéké
a—

Jegyezd meg!

® Adott egyenldségbdl kiindulva vele ekvivalens egyenloséget kaphatunk a kovetkezo atalakitasokkal:

* az egyenldség mindkét oldalahoz hozzaadjuk vagy kivonjuk ugyanazt a valos szamot.

* az egyenldség mindkét oldalat megszorozzuk vagy elosztjuk ugyanazzal a nullatol kiillonbozo

valds szammal.

* ha az egyenldség mindkét oldala pozitiv szam, akkor ekvivalens egyenldséget igy is kaphatunk:
a) az egyenldség mindkét oldalat felemeljiik #-edik hatvanyra, ahol n egész szam.
b) az egyenldség mindkét oldalabol gyokot vonunk.

Matematikai azonossagnak nevezziik azt az egyenldséget, mely egy vagy tobb valtozot tartalmaz,

¢s igaz minden értékre, amit a valtozok felvehetnek.

&
J @' Gyakorlatok és feladatok

~
i

J

Haa=7¢és b+ c=77, akkor szamitsd ki:
a)77-a+3-b+3-c; b)8-a-7-b-7-c.
Hatarozd meg az n szamot tudva, hogy

Haa,b,ceR,  ésa-b=6,b c=12,

c-a=38,szamitsdkia - b - ¢ és a’b*c + ab*c® +

71

a-b—-1=5én=-3-a+19+3-b.

Tudva, hogyx+4-y=3-y+2-z=14.
hatarozd megazm=5-x+11-y—6-z.

Az x és y szam teljesiti az

x - (y+3)+y=098. egyenléséget. Hatarozd meg
az x és y szamot tudva, hogy x < y.

Igazak a kovetkezd egyenldségek % = % ,

c_7 , d_11 . Hasonlitsd dssze az
d 11 x 183

g 8 B &

a*bc? értékét!

Szamitsd ki 7a + 4b + Tx + 4y értékét,
haa+x=10¢ésb+y=8.
Haa+b=21¢ésx+y=15, szamitsd ki
a+b—x—y értékét!

Haa+ b=15és b+ ¢ =23, szamitsd ki
7a+10b + 3c és Ta + 4b — 3¢ értékét.
Haa-2b=1,2b—-3¢c=2,3c—4d=2
€s 4d — Se = 1, szamitsd ki a — Se értékét!



Ga) ¥ + b =0, alaku egyenletek, ahol 4, b < R.

Egyenlet megoldashalmaza. Ekvivalens egyenletek

Emlékezteto ™

Példak.

1) Q-ben, a 6 - x + 3 = 0 egyenlet megoldasa x =—0,5.
2) Z-ben, a 3 - x + 6 = 0 egyenlet megoldasa x = — 2.
3) N-ben, a 2 - x + 6 = 0 egyenletnek nincs megoldasa.

1) Tanultuk az a - x + b = 0 alakq, racionalis egyiitt-
hatds egyenletek megoldasat a racionalis szamok
halmazan vagy annak valamely részhalmazan.

ismeretlen
Az a és b szamokat az egyenlet egyiitthatoinak,
az x-et az egyenlet ismeretlenének nevezziik. . _
e a-x+b=0
A b szamot az egyenlet szabad tagjanak is nevezziik
ismeretlen egyiitthatéja szabad tag

a)A2x—7=5,x e Zés 8—x=2,x € Zegyenletek ekvivalensek,

2) Kétegyenlet ekvivalens, haugyan-
azon a halmazon értelmezziik, és mert mindkét egyenlet megolddsa x = 6.

megoldasaik megegyeznek. b) A2x=8,x € Q ésx—3 =4, x € Q nem ekvivalens egyenletek,
\~ mivel az els§ egyenlet megoldasa x = 4, a masodiké pedigx=7. )

Meg szeretnék oldani a valds szamok halmazan vagy annak egy részhalmazan az a - x + b = 0, alaka
egyenletet, ahol a, b € R.

Fedezziik fel, értsiik meg!

A. Feladat B. Egyenlet

Legyen D = {1, V2, 3. . Oldd mega D = {—1,\/5,3} halmazon a
Hatarozd meg az x € D, szamokat, melyre igaz a J2 x-2=0 egyenletet

J2-x+2=0 egyenlOség.

2 | Hatarozd meg azon x valds szamokat, melyekre Oldd meg B-ben a —/3 -x+243 =0 egyenletet
igaza —/3-x+ 243 =0 egyenldség.

Azt a D halmazt, melynek az egyenlet megoldasa eleme kellene legyen, vagy azt a halmazt melyben az
egyenlet kifejezései értelmezettek, az egyenlet értelmezési tartomanyanak nevezziik.

Az értelmezési tartomany azon elemeit, melyekre igaz az egyenlGség, az egyenlet megoldasainak nevezziik.
Megjegyzés: Az egyenlet megoldasainak halmaza az értelmezési tartomany részhalmaza.
Megoldani az egyenletet azt jelenti, hogy meg kell hatarozni az 6sszes megoldasat tartalmazo M halmazt.

Masold a fiizetbe az alabbi tablazatot, majd t6lts ki a modell alapjan:

Feladat Ertelmezési egyiitthatok | szabad tag | ismeretlen
tartomany
Oldd meg Z-ben a: —/3 - x+ 2J3=0 egyenletet. Z —3 ¢ 243 23 X
Oldd meg R-ben: /2 .1+2 =0 egyenletet t
Oldd meg ... -ben az: ............. egyenletet R -7¢s0,3 0,3 y
Oldd meg ... -ben az: .............. egyenletet Q J2 s 22 NG

* Linedris egyenletek és egyenletrendszerek
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Oldjuk meg figyelmesen!

A. Az egyenlet megoldasainak meghatarozasaban nagyon fontos a D értelmezési tartomany ismerete, melyben
megoldjuk az egyenletet. Ha nem adjak meg pontosan az egyenlet értelmezési tartomanyat, azt ugy tekintjiik
mint az Osszes olyan szam halmazat, melyben az egyenlet értelmezett. VII. osztalyban a legtobb egyenlet
értelmezési tartomanya R.

1) Oldd meg 4 = {—1, 0, 3}-ban azx — </3 =0 egyenletet! |—1—~3 #0; 0—+3 #0; 3—3 =0.

2) Oldd meg Q-ben az x — V3 =0 egyenletet! Ha xeQ), akkor (x — NE) )eR\Q, tehat x — V3 #0

3) Oldd meg az x — V3 =0 egyenletet! Konnyen észrevehetd, hogy x = V3 az egyenlet
egyetlen valds megoldasa.

Kovetkezmény: Az egyenletnek lehet megoldasa egy halmazban, és lehetséges, hogy nincs megoldéasa egy masik
halmazban.

B. Az a-x + b =0 egyenlet megoldasa a valds szamok halmazan, ha a, b € R.
1) EIobb foglalkozzunk az a - x + b = 0 alaku egyenletekkel, ahol a, b € R, a # 0.
Ekvivalens atalakitasokkal kapjuk, hogy:a-x+b=0 | -b < a-x=-b | :acx= —%, amely valos
szam és az egyenlet egyetlen megoldasa. Felirhatjuk, hogy M = {— 2}
a
2) A gyakorlatban el6fordul, hogy az egyenletet ekvivalens egyenletekké alakitva az alakja a - x + b =0 lesz,
de nem tudjuk, hogy a értéke nullatdl kiilonbozo.
Haa=0,aza-x+b=0egyenlet0-x+b=01lesz, b € R.
A kovetkez0 két eset lehetséges:
a) b =0 és az egyenl6ség igaz az x minden valos értékére, tehat M = R.
b) b # 0 és az egyenl6ség hamis az ismeretlen dsszes valos értékére, tehat M = .

Alkalmazas

Gyakran olyan egyenleteket kell megoldjunk, amelyek nem a - x + b = 0 alakuak, de ekvivalensek ilyen alakt
egyenletekkel. Azért, hogy az egyiitthatokat meghatarozzuk és a megoldasi folyamatot alkalmazzuk, sziikséges
az egyenlet atalakitasa tobb ekvivalens egyenletté. Az igy kapott egyenlet ekvivalens az eredeti egyenlettel,
vagyis megoldasaik megegyeznek.

A kovetendo 1épések:

1) Az egyenletet a - x + b = 0 alakba hozzuk, ahol a,beR.

2) Alkalmazzuk az egyenlet megoldasi algoritmusat.

3) Figyelembe véve az egyenlet értelmezési tartomanyat, leirjuk az egyenlet megoldashalmazat.

Megjegyzés: Ha az egyenletet csak megoldani szeretnénk, akkor a megoldasi algoritmus a kdvetezo:

a) Atrendezziik a tagokat (a baloldal tartalmazza az ismeretlen tagokat, a jobboldal pedig azokat a tagokat,
melyek k6zott nem szerepel az ismeretlen)

b) Elvégezziik mindkét oldalon a szamitasokat.

c) Meghatarozzuk az egyenlet megoldashalmazat.

1. példa. Oldd meg R -ben a 3(0,5x + 1) — 7 = 8 egyenletet!

1. megoldas: 1. megoldas:
3(0,5x+1)-7=8| +7< 3(05x+1)-7=8 <
3(05x+1)=15 |13 15x+3-7=8 ¢
05x+1=5|-1< 15x-4=8&
05x=4| 2 1L5x=12<

x=8= M= {8} x=12:15<

x=8 = M= {8}



2. példa. Oldd meg R-ben a 8x4—1 = 6x3+1 egyenletet!

Megoldds: 3(8x—1)=4(6x+ 1) < 24 x — 3 =24 x + 4 & — 3 =4, hamis kijelentés, tehat M = .

3. példa. Oldd meg R-ben az 5(2x + 1) —3 =8 —2(3 - 5 x) egyenletet!
Megoldas: 10x+5—-3=8—-6+ 10x < 2 =2, ami igaz relacié az x minden valds értéke esetén, tehat M = R.

4. példa. Oldd meg R\{0; 4} a 3 i 2 egyenletet!
x—4 x
Megoldas: Az egyenlet értelmezési tartomanya R\{0; 4} mivel az ismeretlen 0 és 4 értékei esetén a nevezo 0,

¢és a tort értelmetlen.

3 2
4=— < 3x=2-(x-4) & 3-x=2-x-8 < x=—8, tehat M= {-8}.
x— x

N¢éha az egyenlet megoldésa tobb a - x + b = 0 alakli egyenlet megoldasat jelenti, ahol a,be R. A megoldasok
szdma fligg az értelmezési tartomanytol.

5. példa. Oldd meg az (x — 1)(2x — 3)(x + 4) = 0 egyenletet a kovetkez6 halmazokon: R, Q, Z, .
Az egyenlet megoldasa soran felhasznaljuk a kdvetkezd matematikai tulajdonsagot:
ha a és b valds szamok és a - b =0, akkor a =0 vagy b=0.

(x—1)(2x=-3)(x+4)=0 < x—1=0 vagy 2x—3=0vagyx+4=0<x=1vagyx=1,5vagyx=—4.
a) R-ben M= {1;—-4;1,5}. b)Q-benM={1;—-4;1,5}. c)Z-benM={1;-4}. d)N-ben M= {1}.

Az egyenlet megoldasanak becslése

Oldjuk meg a kovetkezo feladatot: Egy halaszhajo legtobb 20 tonna halat tud szallitani. Miutan befogadokeé-
pességének 95%-at megtelt a hajo visszatér a kikotobe. Tudva, hogy egy hal atlag sulya koriilbeliil 700 gramm,
becsiild fel ezresekben a hajo altal szallitott halak szamat!

Megoldas: Ahhoz, hogy felirhassunk egy egyenletet, ugyanabban a mértékegységben adjuk meg egy hal
illetve a teljes rakomany sulyat. Optimalis, ha kilogrammot hasznalunk. 700 g =0, 7 kg; 20 t =20000 kg.

Jeloljiik a szallitott halak szamat x-szel. Felbecsiiljiikk a 0,7 - x = % - 20 000 egyenlet megoldasat.

Ekvivalens egyenleteket hasznalva: 0,7 - x =19 000 < x = 1907000 ~ 27000 (hal)

.
J o Gyakorlatok és feladatok

BN Az, b, ¢, dvalés szamok, d # 0 és a = b. B Adotta 0,25 - x +2 = 0 egyenlet.
Egészitsd ki a hianyzo részeket ugy, hogy a a) Ellendrizd, hogy az adott egyenletnek van
kijelentések igazak legyenek: megoldasa az 4= {—4, 0,42 } halmazon.
prare= b b) Dontsd el, hogy az adott egyenletnek van-e
D, b-c=a-..; egész megoldasa!
pra-c= b B Ellendrizd, hogy x = —/2 az alabbi egyenletek
p,; b:d=a:..; koziil melyiknek megoldasa:
ps;a"=___"; a)x+2=0; b)2-x=0;
pé:HaaZO,bZOakkor\/Ez.... c) 2-x+/8=0; d)%+1=0.

* Linedris egyenletek és egyenletrendszerek
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na) Oldd meg a valos szamok halmazan a 3x — 57 =0
és —5x + 95 = 0 egyenleteket, majd ird fel az
els6 egyenlet M, megoldashalmazat illetve a

10, ]

a) x+\/§:\/§;

0Oldd meg a valds szamok halmazan az alabbi
egyenleteket:

b)4,5-x+9=135
d) —3%-x—1,5=\/52;
1
x-[——zO;
R -
h) /24 - x=0.

c) \/g-x—Zzl;

€) %+\/§=\/ﬁ;

g) VI8 - x+9=0;

frj harom a - x + b = 0, alaku egyenletet, melynek
vanmegolddsaa B = {—1, 0,2, %} halmazban.

Hatdrozd meg az alabbi halmazokat:

A={xeR‘ﬁ-x+l=\/7+l};

Bz{xe@

C={xeR\Q‘1+\ﬁ'X=\/§+1};
x 3 }

3-x+3:5,4};
5

- =0

33

Dz{er

1
masodik egyenlet M, megoldashalmazat!

b) Hatarozd meg az M, és M, halmazok kozotti

1
relaciot!
Ha x € R, bizonyitsd be, hogy a kovetkezd

egyenletparok ekvivalensek:

a) -1,5-x+0,75=0 és l-)c—l:O;
2 4

b) V2 -x++/8=0 és LI 2*5:0.
V3

3

Bizonyitsd be, hogy a kovetkez6 egyenletparok
nem ekvivalensek:

a)3x—-6=0¢8s6x—3=0;

X
b) —+/5=0 és9x+ 1,6 =0.

NG
Hatarozd meg az a szam valos értékeit, ha
a 0,1-x+§=0 és i-x+a=0, egyenletek
ekvivalensek!

0Oldd meg az egész szamok halmazan az alabbi
egyenleteket:
a)3x+7=x+21; b) 0,5x +3 =0,25x+ 4;

¢) 2343 x=/48; d) (x-2)-(x++2)=0;

o) T-X-2.3;
2 3

3 x-5 1

—= +—.

4 6 12

x—1
4+
g) 5

H-3-x+1)=2-(x+6)

13|

[ #4 ]

16|

Oldd meg a valds szamok halmazan az alabbi
egyenleteket:

a) V3-x+3=0; b) —/5-x+10=+20-x-20;
©) y_3\5+y+2\/5=4\5+y;

d) (y=3)-(y=+5)=0; o) [7-V7 =14
Oldd meg a racionalis szdmok halmazan az
alabbi egyenleteket:

1 1 1 1 1 1
o3 (-2 le)
2

b)\/g-x+1:x+ 3; ¢) = ;

3 2
o5 _x\E
NN

o) X7 —0,1+%:0,3-(4y—5).

Hatarozd meg az alabbi egyenletek valos
megoldéasainak halmazat:
7 8 2
a = ;b)) (x+ x/§ =8;
) x-3 x-5 ) ( )
c) |x—4|—|x+1| =0;

x+1 x+2 x+3 x+9
d) + + ..+ -
2 3 4 10

a) I1j egy olyan egyenletet, melynek egyetlen
megoldasa van az R\QQ halmazban!

b) Irj egy olyan egyenletet, melynek egyetlen
megoldasa van az Q\Z halmazban!

¢) Irj egy olyan egyenletet, melynek végtelen
sok valds megoldasa van!

d) frj egy olyan egyenletet, melynek nincs egyetlen
val6s megoldasa sem!

9=0.

Hatarozd meg az m valds szdmot, ha -3 az
x—2=m - x + 4 egyenlet megoldésa, ahol x az
ismeretlen.

a) Szerkessz egy x ismeretlent tartalmazo,

a - x + b = 0 alakba hozhaté egyenletet, a
mellékelt abra alapjan, ha ABCD ¢és BEGF

téglalapok.
D 30 C
20 5. F
X
4 15 E B

b) Oldd meg az a) alpontban irt egyenletet!
c) Hatérozd meg a GE és GF szakaszok hosszat!



Ismeretfelméro

1. Ird ki mindenik feladat esetében az egyetlen helyes vilasz betiijelét!

Hivatalbdl: 10 pont

5p | 1. Az alabbi egyenletek koziil melyiknek megoldasa a —2 szam?

A 2-x-4=0 B. B.x-J12=0 C. |4 x=8 D. 5-x+10=0
5p [2.Az5-x+3=x—megyenlet megoldasa —1, ha m egyenlé:

A1 B. 2 C. -1 D. -2

1 1 .

5 [3.A2.-x- 5 =3.x— 3 egyenlet megoldasa:

Al B. -1 C.6 D. 1

3 6

5p |4.Azaszdm azon értéke, melyrea8 -3 -x=11¢s2-x+a =3 :a-x+ 10 egyenletek ekvivalensek:

A1 B. 2 C. 3 D. 4
50 [S5.A]3:x-1|+1=06 egyenlet megoldiashalmaza:

A. —i,2 B. —2,2 C. —i,—l D. —g,—Z

3 4 3 4

p [6.Ha /x+222 =22, akkor x értéke:

A. 264 B. 262 C. =200 D. 200

II. [rd le a feladatok részletes megolddsat!

1. Oldd meg a valds szamok halmazan az alabbi egyenleteket:
10p | a)5-{4-[3-2-x+1)+1] +1} -44=876
10p _ _
by X1 x X234 0.25
4
1
10p | o —=(x-2)+V48=112
3
10p d) Az adott harom egyenlet kdzott talalhatoak ekvivalens egyenletek?
2. Adottaz n= 3ratly és m= 2-a+91 szam, ahol a egy természetes szam.
10p a) Mutasd ki, hogy ha n € N, akkor m € N.
10p b) Hatarozd meg az a szam azon értékét, melyre igaz, hogy »n és m egymasutani természetes szamok.

3
4

1
N ’
Dol ’ w?)
e NS
L 5
- o /;/;r“
by 7
)
253
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Két kétismeretlenes linearis egyenletboél allé egyenletrendszer.

2.3, A helyettesités és/vagy a kikuiszobolés modszere

Két kétismeretlenes linearis egyenlethdl allo egyenletrendszer

Oldjuk meg figyelmesen!

Feladat

Egy kosarlabda mérkézésen Adam 20 pontot szerzett 3 illetve 2 pontos dobasokbél
(legalabb egyet mindegyikbdl). Hatdrozd meg, hany 3 pontos, illetve hany 2 pontos
kosarat dobott Addm?

Atfogalmazis
Ha x a szerzett 3 pontos dobasok, illetve y a szerzett 2 pontos dobasok szama, akkor meg kell hataroznunk az x és

y nullatol kiilonbozo értékeit, melyekre igaz a 3x + 2y = 20 egyenldség.

Megoldas. Mivel x és y nullatol kiilonbozo természetes szamok, konnyen belathatjuk, hogy x paros szam és 2 <x < 6.
Tehat: x=2¢y=7 vagy x=4¢éy=4 vagy x=6¢éy=1.
A megoldasok ilyen felirasa nem célszer(i. Helyette igy irjuk: (2, 7), (4, 4), (6, 1).
A megoldott feladatot elemezve észrevessziik, hogy:
a) A 3x + 2y =20 egyenlet kapcsolatot teremt a szerzett 3 pontos illetve 2 pontos dobasok kozott.
b) Az egyenletnek tobb megoldasa van, tehat a feladatnak is tobb megoldasa van.
¢) Az x minden értéke csak az y valamely értékével egyiitt teljesiti az egyenléséget (egyenletet), amely
azt jelenti, hogy az egyenlet megoldasanak egy szampart tekintiink, ahol a szamok sorrendje azonos az

egyenletben szerepld ismeretlenek sorrendjével (rendezett szampar).

Kétismeretlenes linearis egyenletnek nevezziik az a - x + b - y + ¢ = 0 alakt egyenletet, ahol a, b, ¢ valés szamok.
Az a, b, c valds szamokat az egyenlet egyiitthatéinak nevezziik, ¢ a szabad tag, valamint x és y az egyenlet
ismeretlen tagjai ebben a sorrendben.
Megjegyzés

a) Az x ¢s y ismeretlenek valos szamokat jeldlnek, vagy a valos szamok egy részhalmazanak elemeit.

b) Az ismeretleneket mas betiivel is jelolhetjiik, viszont fontos az egyenletbeli sorrend;iik.

Példak. Egészitsd ki a tablazat iires cellait:

Egyenlet ismeretlenek egylitthatok szabad tag
1) 2x+3y -8 =0 x ésy a=2; b=3; c=—-8 c=-38
2) 9x-45y=1< 9x-45y-1=0
) pB+2=-1 y és ¢
4) i, =0 x ésy a=—1;b=Jy2:c=1-2 c=1-2

Valaszolni szeretnénk a kdvetkezo kérdésekre:
1) Mit jelent egy kétismeretlenes linedris egyenlet megoldasa?

2) Hany megoldasa van egy ilyen egyenletnek?



Oldjuk meg figyelmesen!

1) Hatirozd meg az x és y természetes szdmot, ha x —y = 5.
Eszrevessziik, hogy: 5-0=5;6-1=5;7-2=5;8-3=5;9-4=5 ...
Minden x > 5, természetes szam esetén talalunk egy y = x — 5 természetes szamot ugy, hogy igaz legyen az
egyenldség. Mindegyik (x, x — 5) rendezett természetes szampar az egyenlet megoldasa.
2) Hatarozd meg az x és y valos szamokat, melyre igaz, hogy x —y = 5.
Az 1) pontnal kapott szamparokon kiviil, mindegyik x valos szam esetén talalunk egy y =x — 5, valos szamot
ugy, hogy igaz legyen az egyenldség. Mindegyik (x, x — 5) rendezett valés szampar az egyenlet megoldasa.

Példik megoldasra: (8,7; 3,7), (5+2; \2).

Fedezziik fel, értsiik meg!

Megjegyzés. Hangsulyozzuk, hogy a linearis kétismeretlenes egyenletek megoldasa egy szampar. A szamparok
felirasa nem véletlenszerii, hanem a szampart alkoté szdmok sorrendje azonos az egyenletben szerepld ismeret-
lenek sorrendjével.

Ha az egyenlet megoldasat (0, 7) szamparként irjuk, akkor tudjuk, hogy: ha az elsd ismeretlen (altalaban x)
értéke 0, és a masodik ismeretlen (altalaban y) értéke 7, akkor fenndll az egyenldség (teljesitik az egyenletet).

a) Az (a, b) szampar akkor ¢s csakis akkor rendezett, Példa. (1,3) = (3, 1)
ha a # b esetén (a, b) # (b, a).
b) Két (a, b) és (¢, d) rendezett szampar akkor és Példa. a (4%, 1°) és (2¢, 5% szamparok egyenléek.
csakis akkor egyenld, haa=c és b=d.
Példa. a (0, 7), (1, 5), (2, 3), (3, 1) szamparok a
2x +y =1, egyenlet lehetséges megoldasai, ahol
x €és y szdmjegyek.

A linearis kétismeretlenes egyenlet megoldasa minden
rendezett szampar, mely teljesiti az egyenletet.

Ha x és y valds szamok, akkor a kétismeretlenes els6fo- Példa. barmely (o, 7 — 2a0) alaku szampar, ahol o € R,

ku egyenletnek végtelen sok megoldasa van. megoldasa a 2x + y =7, egyenletnek, ahol x, y € R.
Ha a =0, akkor az egyenlet 0 - x + b -y + ¢ =0, Ha b =0, akkor az egyenleta - x + 0 -y + ¢ =0,
és megoldasai (x,—%j alaktuak. ¢s megoldasai (—E, yj alakuak.

a

Azon rendezett szamparok halmazat, melyek teljesitik az egyenletet, az egyenlet megoldashalmazanak
nevezzik.
Tulajdonképpen egy linearis kétismeretlenes egyenletet ugy kapunk meg, ha matematikailag leirjuk mikép-
pen fligg két mennyiség egymastol.
Feladat: Sara egy tombhaz A 1épcsdhazaban lakik, melyben 16 lakas van: 2 és 3 szobasak, 6sszesen 36 szoba.
Hatarozzuk meg a kétszobas illetve haromszobas lakasok szamat!
Megoldas: Feltételezziik, hogy x a kétszobas lakasok, illetve y a haromszobas lakasok szama.
Akkorx+y=16 és 2x+3y=36.
Mivel x €s y természetes szamok, konnyen belathato, hogy x = 12 és y = 4.

Betartjuk a kovetkez6 egyezményeket:

1) Egymas alé irjuk az egyenleteket, 0sszekapcsoljuk egy kapcsos zarojellel, ezalatt azt értve, hogy a két
egyenlet egyidejiileg kell teljesiiljon.

2) A tagok sorrendje mindkét egyenletben ugyanaz. Azt mondjuk, hogy felirtunk egy rendszert, amely két
linearis kétismeretlenes egyenletbdl all.

3) Hasonloan a linearis egyenletekhez, az egyenletrendszer megoldasait is rendezett szampar alakjaban irjuk
fel.

* Linedris egyenletek és egyenletrendszerek



* Linedris egyenletek és egyenletrendszerek

80

Két kétismeretlenes linearis egyenlet egy kétisme- Példak.
retlenes lineéris egyenletrendszert alkot. _ _
A kétismeretlenes linearis egyenletrendszer 1 {x *3y=38 3) {SX *7y=5=0
o C fax+by=q¢ 2x+y =17 2x-4y+9=0
altalanos alakja , ahol
@x+by=c ) —xN2-y= 4 {x+2y=3
a,b,c,a,b,c, eR. 2x\/§+y=1 xX+2y=3
Aza,b,c,a,b, c, szamokat a rendszer egytittha- Példa.
toinak nevezzik; a , b, a,, b, az ismeretlenek A fenti 3) rendszer esetén, a, =3, b =7, ¢, =35,
egyiitthatoi, ¢ , ¢, neve szabad tag a,=2, b,=-4, c,=-9.

Meghatarozds. Egy valos szamokbol allo rendezett Példa. 3 +5-1=8¢s2-3+1=7,tehata(3,1)

szampart az egyenletrendszer megoldasanak o x+5y=238 )
neveziink, ha a rendszert alkoté mindkét Szampar az rendszer megoldasa

2x+y=7
egyenletnek a megoldasa.

Megoldani egy rendszert azt jelenti, hogy meg kell keresni 6sszes megoldasanak halmazat.
Az egyenletrendszer megolddshalmaza nem mas, mint a két egyenlet megoldashalmazénak metszete.

Két lineéris egyenletrendszer ekvivalens, ha ugyanaz a megoldashalmazuk.

Megjegyzés. Ha a rendszer egyik vagy mindkét egyenletét kicseréljiik vele ekvivalens egyenlettel, akkor a
rendszerrel ekvivalens masik rendszert kapunk.
Példa. Kiindulva a:

{3x+4y=2

ekvivalens rendszert kapjuk
Tx—-6y =20

o [Bx+4y=2 |3 [9x+12y=6
rendszerbdl, atalakitva | 5 a

7x—-6y =20 14x-12y =40

Ha a rendszer egyenleteit tagonként dsszeadjuk, akkor egy 0j egyenletet kapunk. Ha a rendszer egyik egyenletét
kicseréljiik ezzel az uj egyenlettel, akkor az eredetivel ekvivalens rendszert kapunk.

-S5x+9y=4
Példa. Adott a { 7x Sy 5 rendszer. Tagonként 6sszeadva a két egyenletet azt kapjuk, hogy: 2x + 4y = 6.
x—-5y=
2x+4y=6 , |-5x+9y=4 . . . . .
A és rendszerek ekvivalensek. Elegend6 az egyik rendszer megoldashalmazat
Tx—-5y=2 2x+4y =6
meghatarozni.

L¥ Gyakorlatok és feladatok

(f)@/

n Ellendrizd, hogy a (4, 7), (3,-4), (2,-7), (7, 4) E Adottak az alabbi, két linearis egyenletbdl allo

szamparok koziil melyek a 4x — 2y = 20 egyenlet rendszerek, ahol az ismeretlenek x és y:
megoldasai. 1){ x+y=9 2){2x—y=6' 3){ x— y=1
BN Eliensrizd, hogy a 2x-y=0 3x+y=9 —x+2y=3
., Ellendrizve valaszd ki azt a rendszert, melynek az
(\/g’ 1)’ (1’\/3)’ (2\/5’ B 0’5)’ (_\/5, 4) szdmparok (5; 4) szampar megoldésa!

kozil melyek a x 3+ 2y =5 egyenlet megoldasai m a) Hatarozz meg két olyan természetes szampart,
B Mutasd ki, hogy a (3 — 2m, m) szampar, ahol melyre teljesiil a (2x +y — 4??,2 0 egyenldség!
b) Ird fel egyenletrendszer formajaban az

R, az x +2 y = 3 egyenlet megoldésa.
e R 8z X+ 2y=J egyelet megoldasa |x—y++ 1| +(@x+y— 47 =0 egyenléségbsl

n Ellenérizd, hogy a (2v2, 0) szampar az kapott egyenleteket!.
xN2- y=4 ¢) Ellenérizd, hogy az a) alpontban kapott
egyenletrendszer megoldasa! szamparok az egyenletrendszer megoldasai-e!
0,5-x+5y = V2



A helyettesités és a kikiiszobolés médszere

Emlékezteto

\C

\
Tekintsiink egy rendszert, mely két kétismeretlenes linearis egyenletbol all.
» Ha kicseréljiik a rendszer egyik vagy mindkét egyenletét ekvivalens egyenlettel, akkor az
eredetivel ekvivalens rendszert kapunk.
+  Osszeadva tagonként a rendszer két egyenletét egy 0j egyenletet kapunk.
* Ha arendszer egyik egyenletét kicseréljiik ezzel az egyenlettel, akkor az eredetivel ekvivalens
rendszert kapunk.
—/

Megoldani egy linearis egyenletrendszert azt jelenti, hogy meg kell hatdrozni azt a halmazt, amely

tartalmazza az 0sszes lehetséges megoldasat.

Legtobbszor a Kikiiszobolés és a helyettesités médszerét hasznaljuk, illetve az egyenldségek ujabb

ekvivalens egyenl6ségekké alakitasat.

Fedezziik fel, értsiik meg!

A helyettesités modszere - A megoldas folyamata

1. Kivalasztjuk azt az ismeretlent, melyet
helyettesiteni szeretnénk.

2. Kifejezziik az egyik egyenletbdl a valasztott
ismeretlent a masik fliggvényében.

3. A masik egyenletben helyettesitjiik a kivalasztott
ismeretlent, hasznalva a kapott osszefiiggést.

4. Megoldjuk a kapott egyenletet, és
meghatarozzuk az egyik ismeretlent.

5. Akapott értéket behelyettesitjiik valamelyik
egyenletbe, és meghatarozzuk a masik
ismeretlent.

6. Leirjuk a rendszer megoldasat.

A Kkikiiszobolés modszere - A megoldas folyamata

1. Ha sziikséges, akkor ugy rendezziik at az
egyenleteket, hogy a megfeleld ismeretlenek
ugyanugy helyezkedjenek el (x az x alatt, y az y
alatt).

2. Kivalasztjuk azt az ismeretlent, melyet
kikiiszobolnénk.

3. Ha sziikséges, akkor az egyenleteket
megszorozzuk vagy osztjuk nullatol kiillonbozo
szammal ugy, hogy az egyenletekben a
kivalasztott ismeretlen egyiitthatoi ellentétes
szamok legyenek.

Vv

-\ AR 7
S
L

x=3y=2

2x-T7y =3
Kivalasztjuk az x ismeretlent, amelyet helyettesiteni

Adott az { rendszer.

szeretnénk.
Az els6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy x =2 + 3y.

A 2x — 7y =3 egyenletben az x-et helyettesitjiik
2 + 3y-nal és azt kapjuk, hogy 2(2 + 3y)— Ty =3

4+6y—-Ty=3
y=1

Az x =2 + 3y, Osszefiiggésben az y ismeretlent
helyettesitjiik 1-gyel, és igy x =5 lesz.

x=5,y=1,tehat M = {(5, 1)}.

Ty+2x=28

Atrendezziik a {3 4 s rendszert, azaz
2x +7y=8 XTI E
3x —4y =5
2x +7y=8 | . .
Kivalasztjuk az x ismeretlent.
3x —4y =5

2x+7y=8 |3 _ [6x+21y=24
3x—4y=5 |-(-2) [-6x+8y=-10

* Linedris egyenletek és egyenletrendszerek
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) 6x+21ly =24
4. Osszeadjuk a két egyenletet, ezzel _6x+8y = _10‘ ("’)
kikiiszoboljiik a valasztott ismeretlent.
29y =14
: 14
5. Megoldjuk a kapott egyenletet. y= 29

2x+7y =8|-4 8x+28y=32()
. e qeee , S - = +
6. Megismételjiik a 3., 4. és 5. 1épést a masik 3x—dy = 5|‘7 21x - 28y = 35

ismeretlen esetén.
67

29x=67T=> x=—
29

iy L 67 14 67 14
7. Leirjuk a rendszer megoldasat. = = & M=:|—,—
! s P29 VT ® {(29 29j}

Alkalmazas

Megjegyzés. A gyakorlatban, id6takarékossag céljabol, a kikiiszobolés megoldasi folyamatanak 6. 1épését kicse-
rélhetjiik erre: a kapott értéket behelyettesitjiik valamelyik egyenletbe, és meghatarozzuk a masik ismeretlent.

] 5x-3y=7 |-2 10x -6y =14
Példa. = (+)
3x+2y=8 |3 9x + 6y =24

19x =38=>x=2
A 3x + 2y = 8 egyenletben az x-et 2-vel helyettesitjiik, majd azt kapjuk, hogy 6 + 2y =8, tehat y =1 és M = {(2, 1)}.

Egy kétismeretlenes linearis egyenletrendszernek lehet:

{3x+2y=8
a) a

a) egyetlen megoldasa rendszer egyetlen megoldasa M = {(2, 1)}.

5x -3y =7
, , x+2y=9 . .
b) végtelen sok megoldasa b) az rendszernek végtelen sok megoldasa van.
—2x—4y=-18
A rendszert alkot6 egyenletek ekvivalensek.
9-m
M= m,T meR  vagy M= {(9—2a,a)|a € R}
. ) x+2y=8 . . Lo ,
¢) nincs megoldasa c) az ) i rendszernek nincs megoldasa, ugyanis kivonva egymas-
X+2y=

bol a két egyenletet hamis kijelentést kapunk: 8 — 5 =0. Tehat M = .

. a b AT L ax+by=c ,
Megjegyzés: ha — # —, a' és b' nullatol kiilonbozdek, akkor az | | ; , rendszernek egyetlen megoldasa
a b ax+by=c
van.



0 |

Adottak az alabbi egyenletrendszerek:
=2 +y=5 +y=3
X b) xX+y 0 X+y
Oldd meg a rendszereket és ird fel mindegyik
megoldashalmazat.

frj olyan két, linedris kétismeretlenes egyenletbol
allo6 rendszert, melynek (1; —1) a megoldasa!

frd a kovetkez6 linearis egyenletrendszereket
megfeleld forméaba, majd oldd meg helyettesités
modszerével!

2x—3y+ 5=0 2x+y-1_,

3 1320 d) x+2

X yHio= 5x — y=5

x l+ =12

_+X=2 X y=
b)y3 4 e) |

-x+y=1 ——2y=6

x

2(x+y—1)—y:—3
{ 3(x—y)—y=—3x

Oldd meg helyettesités modszerével:
2(x+y+1)—3(2x—y—3):12
{4@x—y—0+3@—x—y)=3

3
\/2-x+\/§-y:7 o _ X
b) c) y—1 y-8
J5x-\2-y=0 Xx—4.y=6

Tekintsiik azokat az x és y valds szamokat,
melyekre egyidejiileg teljesiilnek a kovetkezo
egyenletek:

(1) x+y=101 2) x—y=23

a) Add 6ssze tagonként a két egyenldséget, oldd
meg a kapott egyenletet, és hatarozd meg az x
valos értékét!

b) Vond ki tagonként a két egyenldséget
egymasbol, oldd meg a kapott egyenletet, és
hatarozd meg az y valos értékét!

¢) ird fel a két linedris egyenletb6] allo rendszer
megoldasainak halmazat!

n Oldd meg a kikiiszobolés modszerét hasznalva

az alabbi linearis egyenletrendszereket:
x+2y=11 2x+1=3y-7
a
8x—2y=-2 3(x—y)+l=x+y-11
6x+7y= 4

x+3y=-10
e
—2x+9y=-24

b){
—x+2y=-5
3x+1ly=-1

) 2x-3y= 17,5 N
c
Sx+ y=-4,1 —2x+ 9y=17

n Oldd meg a kikiiszobolés modszerét hasznalva

a)

az alabbi linearis egyenletrendszereket:

E N —x+2=0,(3)
2 2 3 6 3
b) c)

X Xy Lo x 25
2 6 4 2 2 TR
q 3(x+y-1)=2x-y+6,5

—2x+9y=-24

ﬂ Hatarozd meg az a és b valos szamokat az

alabbi esetek mindegyikében:
a) la—1|+|a>-b*| =0
b) a-2 1‘ a+3 2‘

b-3 5| |[b+4 5

n Oldd megaz alabbi linearis egyenletrendszereket,

elobb rendezve az egyenleteket, majd hasznald
az elényosebb megoldasi modszert!

2(x—0+3(y+%)=4
12—6(y—%)=4(x+n

x—é-(x—y+l)=y—2
DR

y—%-(y—x—l)=x+3

* Linedris egyenletek és egyenletrendszerek
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Ismeretfelméro

I. [rd ki mindenik feladat esetében az egyetlen helyes vdlasz betiijelét!

Hivatalbol: 10 pont

5p | 1. Melyik egyenlet megoldasa a (3,1) szampar?

A. 3-x+y=11 B. 3-x—-y=11 C. 3-x+y=10 D. 3. x-y=11
a-x+y=5
5p (2. Haaz egyenletrendszer megoldasa (-1, 3), akkor a + b egyenld:
2-x+b-y=7
A. 0 B. 1 C. 2 D. 3
4.-x+y=17
Pp [3.Az { Y egyenletrendszer megoldasa:
2-x—-y=5
A (2, D B. (1,2) C. (2,-1) D. (-1,2)
5p (4. Haaésbkétvalosszamés|a—b+ 1|+ |a+2 - b—3|=0, akkor:
A. a=i,b=l; B. az—l,bzi; C. azl,bz—i; D. azl,bzi.
3 3 3 3 3 3 3 3
5p |5. Haaz ab szamszamjegyeinek Gsszege 13 és teljesitiaz ab — ba = 27 egyenlséget, akkor ab egyenlé:
A. 85 B. 76 C. 49 D. 9%
o | 6. Teljesiil a 2-a-J5+b-1=b-5-3+a egyenlOség, ha:
A. a=-2,b=4 B. a=-2,b=-4 C. a=2,b=4 D. a=2,b=—-4

II.  [rd le a feladatok részletes megolddsat!

20p (1. Adotta3x—4y+5=0egyenlet. Toltsd ki a 2
mellékelt tablazatot ugy, hogy az (x, y) szampar x| -3 0.6 I+4y2
az adott egyenlet megoldasa legyen. y -1 1,4 a
w2zl 2
20p | 2. Oldd meg R-ben az 3 egyenletrendszert!
2-x+3
-3-y=10,5
, . , , a+1l 1 a 1,
20p | 3. Hatarozd meg az a és b valds szamokat tudva, hogy 5 = 7 a1 = 3 és be R\ {—1,0}.
+




Egyenletekkel vagy linearis egyenletrendszerekkel

megoldhato feladatok

Emlékezteto ™\

1. 1épés. Az ismeretlen jelolése

* Linedris egyenletek és egyenletrendszerek

Sok gyakorlati feladat matematikai Gton *

is megoldhato, aritmetikai vagy algebrai

médszerekkel. 2. 1épés. Az egyenlet felirasa
A mellékelt 4bran azon feladatok *

megoldasi folyamata lathatd, melyek leirhatok
egyismeretlenes linedris (els6éfokt) egyenlettel,
ahol az egyiitthatok és megoldasok racionalis *
szamok.

3. 1épés. Az egyenlet megoldasa

4. 1épés. A megoldas ellendrzése
€s értelmezése

. _J

Két esetben vazoljuk a feladatok megoldasi folyamatat:
1) amikor a feladat leirhat6 olyan linearis egyenlettel, melyben egy ismeretlen van, és egylitthatéi valos
szamok, valamint a megoldasok is valos szdmok;

2) amikor a feladat leirhato két olyan linearis egyenlettel, melyben két ismeretlen van és egyiitthatoik valos
szamok, valamint a megoldasok valos szamparok.

Feladat. Egy egyenl6 Megoldas: A feladatot az alabbi 1épéseket kovetve oldjuk meg.
szara derékszogl 1. lépés: Az egyik befogd hosszat x-szel jelljiik (ismeretlen).
haromszog keriilete 2. Iépés: Pitagorasz tételét hasznalva kiszamoljuk az atfogd hosszat, ami
6+ 32 (m). Hatarozd x\/i lesz. IZ|
meg a haromszog oldalait! A haromszdg keriilete K= x + x + x+/2 .

7 Megallapitjuk a kovetkezo egyenletet: 2x + 2 =6+32.

w2 3. lepés: 2x+x\2 =6+3V2 & x(2+42) =3(2+42) & x=3.
N 4. Lépés: x=3 = AB=AC=3 (m) és BC =32 (m).
C «x A Ellen('irzés:K=x+x+x\/§=3+3+3\/§=6+3\/§(m)

Ne kapkod;j!

Néha a megoldas ellendrzését melldzziik, mert az nem kotelezo.
Mégis, az ellenérzés hasznos, mivel segit az esetleges hibak javitasaban.

1. feladat. Az abran lathato téglalap alaku keretet és annak atloit szeretné D C
David elkésziteni egy 10 m hossza vasriadbol, felhasznalva a teljes vasrudat.
A téglalap hosszusaga a szélességének kétszerese.

a) Mutasd ki, hogy a téglalap hosszisaga kisebb, mint 2 méter!

b) Szamologép segitségevel fejezed ki a téglalap hosszusagat, két tizedesnyi
pontossaggal kerekitve! p B
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Megoldas. a) A téglalap szélességét x-szel jeloljik, azaz AD = BC=x ¢s AB=DC=2x.
Pitagorasz tétele alapjan kapjuk, hogy AC = BD = x/5.

Tehat: AB + BC + CD + AD + AC + BD =10 = 6x + 2x/5 =10 ‘:2 = 3x 4+ x5 = 5, vagyis x = —

3+\/§'

Mivel +/5 > 2, kévetkezik, hogy 3+ J5>5, tehat x = > < S 1 és2x < 2. A téglalap hosszlsaga AB = 2x,
vagyis kisebb, mint 2 méter. 3445 5
b) Szamologép segitségével azt kapjuk, hogy a téglalap hossziisaga 4B =2x = 1,91.
2. feladat. Andrasnak és Bélanak egyiitt 100 leje van. Ha Andras 7 lejt ad Bé- p /\x §
lanak, akkor Andrasnak haromszor tobb pénze lesz, mint Bélanak. Hatarozzuk
meg mekkora pénzosszeggel rendelkeztek eredetileg kiilon-kiilon! a b
Megoldds. Andrés kezdeti pénzét jeloljik a-val, Béla pénzét pedig b-vel. Akkor a +b=100. ) .
Miutan Andras 7 lejt ad Bélanak a pénzosszegiik a — 7, illetve b + 7 lesz. Mivel az
Andras pénzdsszege Béla pénzosszegének haromszorosa lesz: a — 7 =3(b + 7). a—7| |b+7

fgy : linearis egyenletrendszert kapjuk
az inearis egyenletrendszert kapjuk.
a-"T7= 3(b + 7) !

Az egyenletrendszer megoldasa: a = 82 és b = 18, azaz Andrasnak 82 leje, Bélanak 18 leje volt.
3. feladat. Ha egy osztaly tanuloit kettesével tltetjiik a padokba, akkor 6t tanul6 allva marad. Ha harmasaval
iiltetjiik, akkor két pad tiresen marad. Hatarozd meg az osztalyban levo tanulok szamat!

Megoldds. A tanulok szamat x-szel, a padok szamat [ee] [ee] o%% — N4+ 5=y
n-nel jeldljik. h e A

n pad és 2n tanuld

Al 2" coyenlotrendszert kapjuk
3(n-2)=x egyenletrendszert kapjuk. \|ooo|m|ooo|j| || | 53(m-2)=x
=2n+5=3n-2)=>n=11ésx=27 n—2padés 3(n—2) tanulo

4. feladat. Egy medencét két allandé hozamt csappal 5 ora alatt tolthetiink meg. Ha csak az els6 csapon
folyik a viz 7 orat, és utdna megnyitjuk a masodik csapot is, akkor még harom o6ra kell, hogy a két csap egyiitt
megtoltse a medencét. Hatarozd meg, hogy mennyi idd alatt toltené meg a medencét a két csap kiilon-kiilon!

Megoldas. Jeloljik ¢ -gyel (6raban kifejezve) azt az id6t, mialatt az els6 csap megtoltené a medencét, illetve
t,-vel a masodik csapnak sziikseges id6t. Legyen C a medence (rtartalma. Az a vizmennyiség, mely az egyes

C
csapokon folyik ki egy ora alatt egyenld P’ -gyel, valamint < -vel.
1

5]
5~£+5‘£=C|:C i+i=1
’ . . t] t2 tl t2
Az alabbi egyenletrendszert kapjuk: c c c = 0 3
7-—+3-—+3.—=C |:C —+—=1
gl gl I h n
12 1 ] Sx+5y=1 : . 2, 1
Jelolések: —=x és —=y.Az egyenletrendszert kapjuk, melynek megoldasa x=— ¢és y=—.
4 t, 10x+3y =1 35 7

Visszahelyettesitve: £, = 17,5 és ¢,= 7. Eredményként megallapithatjuk, hogy az els6 csap 17,5 ora alatt, mig a

masodik mar 7 o6ra alatt toltené meg a medencét.

Megjegyzés. Néhany feladat megoldasa olyan egyenletrendszerekhez vezet, melyek nem hasonlitanak az
altalunk tanult egyenletrendszerekhez. Ezek sziikségessé teszik, hogy jelolésekkel és atalakitasokkal linearis

\ egyenletrendszerekké valtoztassuk oket.

86



5. feladat. Az év végi zaroiinnepségen 18 csokor virdgot adtak 4t a hetedikes diakoknak, ezek mindegyikében
5 szal fehér vagy 7 szal sarga rozsa volt, osszesen 116 szal. Hatarozd meg a fehér és sarga csokrok szamat!

x+y=18
5x+7y=116
Megoldva a rendszert, az eredmény x = 5 és y = 13, azaz 5 fehér csokor és 13 sarga csokor viragot adtak at.

Egyenletekkel vagy linearis egyenletrendszerekkel megoldani egy feladatot azt jelenti, hogy kdvetjiik az
alabbiakban vazlatolt megoldasi folyamatot.

Megoldas. Legyen x a fehér csokrok, y a sarga csokrok szama. Azt kapjuk, hogy {

Jegyezd meg!

Y, R
[ 1 1épés: A feladat atnézése és megertése ] Figyelmesen elolvassuk a felhivo szoveget.
Felismerjiik a feladat adatait és a kérdést.

Jeloljiik az ismeretleneket. Megkeressiik az ismeretlen mennyiségeket.
[ 2 1épés: Matematikai nyelvre val6 atiras ] Egyértelmiien kifejezziik az adatok kozotti
kapcsolatokat rajzok, vazlatok, abrak
Az egyenletek leirasa. segitségével. Atirjuk matematikai nyelvre az
Az egyenletrendszer leirasa. ismeretlenek kozotti relaciokat.

] Megoldjuk az egyenletrendszert, hasznalva
a helyettesitést, kikiiszobolést vagy a

kombinalt modszert.

Részletesen kidolgozzuk a megoldasi

folyamat Iépéseit, és felirjuk a megoldast

[ 3 1épés: A megoldas kidolgozasa

Az egyenlet megoldasa.
Az egyenletrendszer megoldasa.

( 4 1épés: EllenSrzés és kiértékelés | vagy a megoldésok halmazit.
Ellendrizziik, hogy a kapott megoldas
A megoldas ellendrzése és az eredmény teljesiti-e a feladat feltevését. Kiértékeljiik az
értelmezése. eredményt. )
.

;J @' Gyakorlatok és feladatok

n Vencel és David 60 matricat vasarolt. David B Ha az a valos szamot 10-zel csokkentjiik, majd
12 matricaval véasarolt tobbet, mint Vencel. az eredményt megduplazzuk, akkor ugyanazt az
Hatarozd meg kétféleképpen a két gyerek altal eredményt kapjuk, mint mikor a szamot 3-mal

kiilon-kulon vasarolt matricak szamat: osztjuk. Hatarozd meg az a szémot!

- x +b = 0 alaky lettel ekvival
a) egy a - x +b =0 alaki egyenlettel ckvivalens n Egy munkas heti norméaja x darab alkatrész. Ha
egyenlettel;

. o 1 o1 s a munkas még 40 alkatrészt készitene, akkor
b) két kétismeretlenes linearis egyenletbdl allo g

heti normajanak haromszorosat teljesitené.
rendszerrel.

E Két termék aranak dsszege 400 lej. Ha az
els6 termék arat 15 lejjel novelnék, a masodik 5. | Egy pohar sulya 100 g, egy bogree 270 g.
termék arat pedig 5%-kal csokkentenék, akkor Miképpen osszunk el a ket edényben 300 ml
a két termék aranak Osszege nem valtozna. vizet ugy, hogy ezaltal a sulyuk egyenld legyen!

Hatarozd meg mindegyik termék arat! (Feltételezziik, hogy 1 liter viz stlya 1 kg).

Hatarozd meg az x szamot!

* Linedris egyenletek és egyenletrendszerek
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A

i

Sandor az 4 telepiilésen, baratja pedig a B
telepiilésen lakik. Az A és B telepiilések kozotti
tavolsag 12 km. Sandor és Dani egyszerre
indult el a két telepiilésrol, egymassal szembe.
Amikor a két barat talalkozott, Sandor

800 méterrel tobb utat tett meg, mint Dani.
Hatarozd meg, hogy kiilon-kiilon mekkora utat
tettek meg a talalkozasukig!

A tablazat két szomszédos cellajaban levo
szamok Osszegét a folottiik levo cellaba irjuk.

100

[ 13-x [26+2x [ 39-x |

a) Toltsd ki a tablazatot, majd alkoss megfeleld
egyenletet az x meghatarozasara.

b) Oldd meg az egyenletet, és ird be a kapott
szamokat a tablazatba!

Ismeretfelméro

Két természetes szam kiilonbsége 53. Elosztva
egymadssal a kapott hanyados 3 és a maradék 1.
Hatarozd meg a két szamot.

A taborba 400 tanuld érkezett, koziiliikk 60% fia.
7 nap utan néhany fiti elment, az ottmaradt fiuk
szama a lanyok szdma 60%-anak kétszerese.
Hatarozd meg a taborbol elment fiuk szdmat!

Csilla a kémialaborban 24%-0s sdoldatot
szeretne késziteni két, 20%-os illetve 30%-0s
toménységl oldatbol. Hatdrozd meg az
elkészitéshez sziikséges oldatok mennyiségét

(literben kifejezve)!
Szerkessz feladatot, mely megoldhato:
x+5 4

a) az = — egyenlettel;
X 3

x+3y=13
b) az
4x—-y=11

egyenletrendszerrel.

Hivatalbol: 10 pont

L Ird ki mindegyik feladat esetében az egyetlen helyes vélasz betijjelét!
10p | 1. Ot egymadsutani paratlan egész szam Osszege 2025. A szamok koziil a legnagyobb:
A. 407 B. 409 C. 411 D. 413
10p |2. Egy termék arat 20 lejjel, majd Gjabb 20%-kal csokkentették. Azért, hogy az ara ismét az eredeti
legyen 30%-kal kellene noveljék/dragitsak. A termék eredeti ara:
A. 520 1ej B. 5251ej C. 5301ej D. 540 lej
10p |3. Egy adott tavolsagot Dani harom kiilonb6z6 kozszallitasi jarmiivel tett meg: % részt vonattal,
1 .
— részt komppal és a maradék 14 km-t taxival. A vonattal megtett ut hossza:
A. 220km B. 210km C. 230km D. 216 km
10p |4. Egy el6adasra 124 jegyet adtak el, két kategoriaban: 12 lejes és 20 lejes jegyeket. Igy 1832 lej volt
a bevétel. A 20 lejes jegyek szama:
A. 41 B. 42 C. 43 D. 44
II.  [rd le a feladatok részletes megolddsdat!
10p | 1. Egy kozonséges tort szamlaloja 4-gyel kisebb, mint a nevezdje. Dupldzva a szamlalot és 1-gyel
ndvelve a nevez6t egyenértéki tortet kapunk. Hatarozd meg az eredeti tortet!
20p (2. Annaés Maria egyiitt rendelkezik egy bizonyos 6sszeggel. Ha Anna pénzének hatodat adna
Maridnak, akkor Maridnak fele annyi pénze lenne, mint amennyi marad Annanak. Ha Maria
pénzének tizedét adnd Annanak, akkor Annanak 96 lejjel lenne tobb, mint amennyi pénze marad
Maridnak. Mennyi pénzzel rendelkezik egyiitt a két lany?
20p |3. Kétracionalis szam inverzének 0sszege 3 , valamint inverzeik kiilonbsége — . Szamitsd ki a két
szam Osszegét és szorzatat! 6 6
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Két halmaz Descartes-féle szorzata.

Derékszogl koordinata-rendszer

Két halmaz Descartes-féle szorzata

Emlékezteto

Ha (a, b) rendezett elemparok és a = b akkor (a, b) # (b, a).
Az (a, b) és (c, d) rendezett elemparok akkor és csakis akkor egyenléek, haa =c és b =d.

Oldjuk meg figyelmesen!

1. feladat. A vakacioban Matyas és Vilmos reggelente kiment a kozelben talalhaté harom jatszotér
valamelyikére. Minden nap egymastol fliggetleniil dontotték el, hogy melyiket valasztjak. Otthonrdl a
jatszotérig eltérd utvonalak vezetnek.

a) Hany utvonalat hasznalhat dsszesen a két gyerek?

b) Mekkora valoszintiséggel talalkoznak a gyerekek egy reggel ugyanazon a jatszotéren?

Megoldas. a) Készitsiink vazlatot! Jelsljitk M-mel Métyés, V-vel Vilmos lakasat, m m
J -gyel, J,-vel és J,-mal a harom jatszoteret, nyilakkal pedig az utvonalakat.
Minden ttvonal meghataroz egy rendezett elempart: az elsé komponens a gyer- M

mek lakhelyét jeloli, a masodik pedig a jatszotereket.
A=1{V, M} agyerekek halmaza, B={J,, J,, J,} ajatszoterek halmaza.
Az A és B halmazok elemeibdl képezhet6 rendezett elemparok halmaza:
{(M5 J1)5 (M5 Jz)b (M’ J3)’ (V; Jl)’ (I/i Jz)’ (I/ﬁ ']3)}
Ezt a halmazt igy jeldljiik: 4 x B. Neve: 4 és B Descartes-féle szorzata. Tehat az Gitvonalak szdma 6.
b) Lehetséges esetek:
(L, L), (L, L), (L,L), (L, L), (L,L), (L, L), (Ly,L),(Ly L), (L, L,), szamuk 9.
Kedvez0 esetek: (L, L)), (L,, L,), (L,, L,), ezek szama 3.

A keresett valosziniliség: p = % = % = O,(3) .
2. feladat. Sara csaladja 0j lakdsba Megoldds. Minden falhoz két szin rendelhetd, tehat minden fal meg-
koltozott. Szobajanak négy falat Sara hataroz ket rendezett elempart.

illetve lila). Elkészitjiik az alabbi tablazatot:

és lilaval.
Séara tervet készit: kiszamitja, hany fal /, A A /4
rendezett elempar van, amelyben az szin | s | I]s | Lls|1l]s | 1

elsé komponens a szoba egyik fala, a  2) A tablazatbol kiolvashatjuk a kovetkezd rendezett parokat:

masodik komponens pedig a fal szine. (> 8), (. D, (£, 8), (F,, D, (s, 5), (s, D, (5 9), (f,, D). Tekintsiik a
kovetkezd halmazokat: 4 = {f,, £, 1../,} €s B= {s, [} . Ezek segitségevel

megkaphatjuk a rendezett elemparok halmazat: {(f,, s), (f,, D), (f,, 8), (f;, D, (f;» 5), (5, D, (f,, 8), (f;, D)}, amit igy

jeloliink 4 x B.

Megallapitjuk, hogy a feladat kovetelményei szerint 6sszesen 8 rendezett elempar alkothat6.

Megjegyzés. A rendezett elemparok halmaza nem azt fejezi ki, hogy hanyféleképpen festhetd ki a szoba!
Mind a négy fal, egymastol fiiggetleniil, kétféleképpen szinezhetd: sargara vagy lilara. A szorzasi szabaly alapjan
ez 2* =16 kiilonboz6 lehetdséget jelent.



Fedezziik fel, értsiik meg!

Ertelmezés. Az A és B nem lires halmazok Descartes-féle

szorzata egyenld az Osszes (a, b) rendezett elempar halmaza- _ { ‘ }
val, ahola € 4 és b € B. Jelolése: A x B AxB (a’b) QEA’bEB

Megjegyzés. a Descartes-féle szorzatot szokas rovidebben
Descartes-szorzatnak is nevezni.

Két halmaz Descartes-féle szorzata diagram segitségével is abrazolhato (tobbféleképpen is), oly modon, hogy az
abrabol ki lehessen olvasni a rendezett elemparokat és azok komponenseinek sorrendjét is.

Példa. Ha 4 = {2, 4, 6}, B= {1, 3} akkor 4 x B = {(2,1), (2,3), (4,1), (4,3), (6,1), (6,3)}. Alabb lathaté az 4 x B
Descartes-szorzatot abrazold két diagram. A bal oldali abrat nyildiagramnak nevezziik.

2,3 4,3 6,3
oy @Y .3) 6.3)
A XB
1 o
Ve e @.1) 6. 1)
5 @) 6

Az A x B Descartes-szorzat elemeinek szama 3 -2 = 6.

Ha A és B kiilonb6z6 halmazok, akkor 4 x B# B x A.

Példa. A fent szereplo 4 = {2, 4, 6} és B= {1, 3} halmazok esetén:
AxB={(2,1),(2,3), (4,1),43), (6,1), (6,3)},
BxA4={(1,2),(1,4),(1,6), (3,2), (3,4), (3,6) }.

A x B# B x 4, ami a nyildiagramok 6sszehasonlitasabol is kitiinik.

Ha A4 = B, akkor az A x A descartes-szorzatot szokas igy is jel6lni: 4% Példaul R x R = R2,

Vizsgaljuk altalanos esetben is a Descartes-szorzatban szerepld elemparok szamat! Legyen A és B két nem iires
halmaz, card 4 = a és card B = b. A fenti példak alapjan megallapitjuk, hogy az 4 halmaz minden egyes eleme
(a elem) Gsszekapcsolhatd a B halmaz 6sszes elemével (b elem), igy 0sszesen a - b rendezett elempar képezhetd.
Ervényes tehat a kovetkezd tétel:

Tetel
Ha A és B két nem iires halmaz és card 4 = a, card(A X B) = (cardA) . (cardB)
card B=b, akkor card A x B=a " b.

' Jegyezd meg!
?J * Ha A4 és B két nem tires halmaz, akkor értelmezhet6 ezek Descartes-féle szorzata: \
A><B={(a,b) |aeA,beB}.

* A Descartes-szorzat grafikusan is abrazolhato, diagramok segitségével.
eHaA#B,akkor A x B+ B x A.
e card (4 x B) = (card A) - (card B)

e card (4 x B) = card (B x A). J

o A7 adatszervezés elemei
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Egészitsétek ki az liresen hagyott helyeket ugy,

hogy igaz kijelentéseket kapjatok!

a)AxB= {(a,b)]a €....,be ... };

b) Ha card 4 = n és card A = m, akkor
cardAxB =....

c)AxB...BxA.

Ha 4= {-2;-1; 3} és B={0; 2}, hatarozzatok
megazAxB,BxA,AxA,Bx B halmazokat!

Ha C= (=31} és D={xez||x|<2],

szamitsatok ki a C x D és D x C Descartes-féle
szorzatokat!

HaAd x B = {(-4,0), (-4, 2), (-4, 4),
(—4,6),(2,0), (=2, 2), (=2, 4), (=2, 6)},
hatarozzatok meg az 4 és B halmazokat!

Talalj ki négy valtozatot olyan 4 és B halma-
zokra, amelyek esetén az 4 x B Descartes-
szorzatnak 6 eleme legyen!

A kiilonb6zd véltozatokban az 4 halmaz ele-
meinek szama kiilonb6z6 legyen!

Hatarozzatok meg a kovetkezd halmazt:
Mz{(x,y)erZ ‘x+x-y=—4}.

Hatarozzatok mega az A és B halmazt, ha

A x B = {(-2, a), (-1, a), (-2, b), (-1, b),
(=2, ¢), (-1, ¢)} és a, b, ¢ a harom legkisebb
kiilonb6z06 pozitiv egész szam, amelyekre igaz,
hogy |c—a—-b|=0.

Abrazoltuk a derékszogii koordinata-rendszerben
az A x B Descartes-szorzatot. Soroljatok fel az 4
¢€s B halmaz elemeit!

y
o--9--r--11--0---0
S ato
IEREREST B
o--6--1. b e

12 |

Abrazoljatok a derékszogii koordinata-
rendszerben az alabbi halmazok elemeit!

Mlz{(x,y)erZ “x|=3, —3<y<1};
M2={(x,y)erZ ‘|x|£1,y2=4};
M3:{(x,y)erZ ‘(3x)2+y2:10}.

Adottak az 4 és B halmazok:

A= xeZ 3 eZ ; és
2x—1

B=<xeZ —4 ez ;.
2x+1

Abrazoljatok a derékszogii koordinata-
rendszerben a B x A Descartes-szorzat elemeit!

A Golyabal szervezo bizottsaga két
miusorvezetdt szeretne kivalasztani: egy lanyt
¢és egy fiut. A valogatora jelentkezett 5 lany:
Dalma, Eniko, Flora, Gabriella, Hanna és 3 fia:
Andras, Béla, Csaba.

a) Jeloljétek L-lel a lanyok, F-fel a fiuk
halmazat és hatarozzatok meg a halmazok
elemeit!

b) irjatok le az L x F, majd az F x L halmazt!

¢) Hanyféleképpen valaszthato ki a
miusorvezetd par? Indokoljatok meg a
valaszt!

Az alabbi dbran azonositsatok a jelzett
pontok koordinatait. Masoljatok le az dbrat a
fiizetetekbe és toltsétek ki az iires helyeket az
A(4, 3) minta alapjan!

) A(4, 3)
E ; 4 B(..,..)

D (.., ..)

2 - D(...,..)

F 1 E(..,..)
B F(...,...)

-3 -2 -1 O L2 30 4T X G, L)
-1 P H(..,..)

G N -2 P(..,.)




A derékszogii koordinata-rendszer

Emlékeztetd

Szamtengelynek neveziink egy olyan egyenest, amelyen kijeloltiik a kezdépontot, a mértékegységet ¢s
a pozitiv haladasi iranyt. A szaimtengelyen elhelyezkedd 4 €s B pont kozti tavolsag: 4B =[x, —x |.

Egy kis torténelem

René Descartes (1596—1650), latinositott nevén Cartesius francia filozéfus,
természetkutatd és matematikus. Szamos tudoméanyos fogalom kapcsolodik

a nevéhez. A matematikdban 6 a koordindta-geometria, mas néven
analitikus geometria megteremtdje, amelynek keretében lehetséges a mértani
tulajdonsagokat algebrai szdmitasok alapjan tanulmanyozni.

Ennek érdekében bevezette a derékszogli koordinata-rendszert, amit rola
Descartes-féle koordinata-rendszernek is neveziink.

Fedezziik fel, értsiik meg!

Ertelmezés.

Két, kozos kezddpontl, egymasra merdleges szamtengely derékszogii koordinata-rendszert vagy

Descartes-féle koordinata-rendszert képez.

*  Akét tengely kozos kezdopontjat a koordinata-rendszer kezdépontjanak
vagy origdjanak nevezzik, és O-val jeloljik.

*  Avizszintes tengelyt Ox-szel jeldljiik, és abszcissza-tengelynek nevezziik.
A pozitiv irany balrdl jobbra tart.

*  Afliggéleges tengelyt Oy-nal jeldljiik, és ordinata-tengelynek nevezziik.
A pozitiv irany lentrdl felfele tart.

* A koordinata-rendszer jeldlése: xOy, ritkabban (Ox, Oy).

Tekintsiik a sikban az xOy derékszogii koordinata-rendszert.

Minden (a, b) € R x R valds szamparnak megfelel egyetlen jol meghataro-
zott pont a sikban a kovetkez0 eljaras szerint:

— az Ox tengelyen felvessziik az 4 pontot, melynek koordinataja a;

— az Oy tengelyen felvessziik a B pontot, melynek koordinataja b;

— téglalapot szerkesztiink, melynek harom cstcsa O, 4 és B;

— a téglalap negyedik csucsa M, ez lesz a keresett pont.

Az M pontot az (a, b) rendezett szampar mértani abrazolasanak nevezzik.
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Az a és b szamokat az M pont koordinatainak nevezziik. Szokas ezeket x,  illetve y, -mel is jeldlni.
Az M pontot tehat igy jeloljik: M(x,, y,) és igy olvassuk: az M pont koordinatéi x, €s y, .
Az x, = a koordinatat M abszcisszajanak, az y, = b koordinatat M ordinatajanak nevezziik.

Forditva, az alabbi eljarassal a sik minden P pontjadhoz egyér-
telmiien hozzarendelheté egy valos szampar, amit (x,, y,)-vel
jeloliink. A P pontbdl egy-egy merdlegeset huzunk a két koordi-
nata-tengelyre, ezek az Ox tengelyt az x,, az Oy tengelyt pedig
az y, koordinataji pontban metszik. Az igy meghatarozott x, €s

¥, szamok lesznek a P pont koordinatai.

Yy
)7 P = L RRT TP PP PPTT PP ?P
V —
0 Xp X




Kovetkeztetés. A sik pontjainak halmaza és az (x, y) rendezett szdmparok halmaza kozott 1étezik egy kdlcsonosen
egyértelmii megfeleltetés.
A két tengelyen ugyanazt a mértékegységet hasznaljuk.

Alkalmazas 3

A mellékelt abran a kovetkez6 pontokat tlintettiik fel:

0(0,0); A(@,o); B(o,ﬁ); M(ﬁ,ﬁ); P(—\/§,2) és Q(l,s;—\/i). 1

"bﬁ
o3
[

<
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Megjegyzesek. 4

*  Egy pont akkor és csakis akkor talalhatd az Ox tengelyen, ha ordinataja 0. 2 - A
M e Ox <y, =0. A mellékelt dbran 4 € Ox. -1 .

*  Egy pont akkor és csakis akkor talalhaté az Oy tengelyen, ha abszcisszaja 0. -2 0
M e Oy < x,,=0. Amellékelt abran B € Oy.

* A deré¢kszogii koordinata-rendszer kezdGpontja (origoja): O(0, 0).

A mellékelt abran 4, B, C, D és O pont az Ox tengelyen helyezkedik el:

A(-3, 0), B(-2, 0), O(0, 0), C(1, 0) és D(3, 0). Az E, F, G, P és M pont egy Y

vizszintes egyenesen talalhatod, amely az Oy tengelyt a 2 ordindtaju pontban EF _IGP M

metszi. Ugyanazon a vizszintes egyenesen talalhato pontok ordinatai egyenldek.
Esetiinkben: E(-3, 2), F(-2, 2), G(0,2), P(1,2), M(3,2), tehaty, =y, =y.=y,=y,.
Ha 4 és B ugyanazon a vizszintes egyenesen helyezkedik el, akkor az egymastol

Y W

mért tdvolsaguk: AB = | Xp—Xy |

A mellékelt abran, 4, O, B, C € Oy: A(0, -1), O(0, 0), B(0, 1), C(0, 2).

y
Ugyanazon a fiigg6leges egyenesen talalhatd pontok abszcisszai egyenldek.
D, E, F és G négy pont egy fliggéleges egyenesen, amely az Ox tengelyt a 3 C P2y G
abszcissz4ju pontban metszi: D(3, -1), E(3, 0), F(3, 1) és G(3, 2). ;3 S — F
Ha A4 és B ugyanazon a fiiggéleges egyenesen elhelyezkedd pontok, akkor az 3E
egymastol mért tavolsaguk: AB = | Vg — V4 | o X
A _1 ..................... D
Két pont tavolsaga a sikban: Ha A(x , y,), B(x,, v,), két pont a sikban, akkor a
tavolsaguk az alabbi képlettel szamithato ki: y
B
2 2 Y
ABz\/(xB—xA) +(yB—yA) ) B
Bizonyitas. Felvessziik az E(x,, y,) pontot. A fentebb targyalt esetek alapjan: Yaf E
AE=|xB —xA| és BE=|yB—yA|.
Alkalmazzuk Pitagorasz tételét az ABE haromszogben: AB* = AE* + BE>. o x, Xp X

Figyelembe véve, hogy | Xp =X, |2 = (x B~ Xy )2 , a bizonyitando képletet kapjuk.

Feladat. Adott két pont a derékszogli koordinata-rendszerben: A(3, 2) és B(—1, 3).

a) Szamitsatok ki a két pont tavolsagat!

b) Hatarozzatok meg az 4, B, és M| pont koordinatait! A fenti ismeretek alapjan
azonositsatok az AB szakasz M felezOpontjanak abszcisszajat!

Megoldas.
a) ABz\/(xB —x ) +(vp-va) :>AB=\/(—1—3)2 +(3-2)° =17

b) Kénnyen észrevehetd, hogy M| az A B, szakasz felezOpontja.

MM, kozépvonal az 4 B, BA trapézban, tehat MM || Oy, kovetkezéskeppen M és M| abszcisszai azonosak: x = 1.
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Feladat a portfélioba

1)

2)

Tekintsiik az M(x,,, y,,) €s P(x

P

, ¥,) pontot. Valasszatok mindkét ponthoz 4-4 értékpart, és abrazoljatok az
igy kapott pontokat kiilonboz6 koordinata-rendszerekben!

Mind a négy esetben hatarozzatok meg az MP szakasz felezOpontjanak koordinatait! Hasonlitsatok 6ssze

+ . F . .
a kapott eredményeket az %, illetve % képlet alapjan kiszamitott értékekkel!

n Adott az A(a, b) pont. Masoljatok a fiizetbe

az alabbi mondatokat, majd egészitsétek ki a
kovetkezo kifejezések egyikével tigy, hogy
igaz kijelentéseket kapjatok: koordinatdai,
abszcisszaja, ordinatdja.

a)a az A pont... ;

b) baz A pont ... ;

c)aésbhazApont....

Masoljatok a fiizetbe, majd egészitsétek ki

helyesen! Az A(x, y,) s B(x,y,) pontok kozti

tavolsag: v...........

Abrazoljatok a derékszogii koordinata-rend-

szerben a kdvetkez6 pontokat: A(1, 3), B(2, 0),

C(-2,4), D(-3,0), E(-4, 2), F(0, -3),

G(-2,-2).

Adott az A(3, 0), B(-5, 0), C(0, —2), D(0, 4) pont.

a) Abrazoljatok az xOy derékszogii koordinata-
rendszerben az A, B, C és D pontot!

b) Abrazoljatok ugyanabban a koordinata-ren-
dszerben az 4, B, C és D pont A', B', ('
illetve D' szimmetrikusat az O pontra nézve!

Adott az E(2, 3), F(—3, 2) és G(3, —1) pont.

a) Abréazoljatok az xOy derékszogii koordinata-
rendszerben az E, F' és G pontot, valamint
ezek P, Q illetve R szimmetrikusait az Ox
tengelyre nézve!

b) Hatarozzatok meg a P, Q és R pontok
koordinatait!

Abrazoljatok a derékszogili koordinata-rendszer-

ben:

a) a P(4, 3) pontot és szamitsatok ki az OP
tavolsagot;

b) az A(—3, 0) és B(2,0) pontot és szamitsatok ki
az AB tavolsagot;

¢)a C(0, 6) és D(W13 , 0) pontot és szamitsatok
ki a CD tavolsagot!

n Tekintsiik az xOy derékszogii koordinata-rendszert.

a)Az A(-3, a), B(1, b — 1), C(4, 2c — 6) pont
az Ox tengelyen helyezkedik el. Mennyivel
egyenld a + b + ¢?

b) Tudjuk, hogy a O(¢ — 2, -2),
R(r— /8 : 4,-1), S(s + /18, 1) pontok az Oy
tengelyen helyezkednek el. Mennyivel egyenld
I 1 1
—+—+=7
q r s

Hatarozzatok meg az alabbi koordinata-rend-

szerben abrazolt pontok koordinatait!

S

Tekintsiik a derékszogli koordinata-rendszerben

adott 4(3,2), B(-1,2) és C(-1, —2) pontot és

legyen D az A szimmetrikusa az abszcissza-

tengelyre nézve.

a) Hatarozzatok meg a D pont koordinatait!

b) Szamitsatok ki az AB, BC, CO és AC szakasz
hosszat!

¢) Igazoljatok, hogy ABCD négyzet!

a) Abrazoljatok a derékszogli koordinata-rend-
szerben az M(2,5) és N(0,1) pontot.

b) Szamitsatok ki az MN szakasz hosszat!

c¢) Adott a P(4, y) pont. Hatarozzatok meg y érté-
két, ha az MNP haromszog egyenlo szaru, és az
alapja NP!
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32) Fiiggvényi kapcsolat

Oldjuk meg figyelmesen!

Az alabbi tablazat egy meteorologiai allomas észlelési jegyzettombjében szerepel:
Idépont 4:00 8:00 12:00 16:00 | 20:00 | 24:00
Homérséklet -6°C -5°C| 0°C 2°C -5°C | =7°C

a) A tablazat jelentése: 4:00 orakor a levegd homérséklete —6° volt, 8:00 drakor a levegd hémérséklete —5°
volt és igy tovabb. Megallapithatjuk tehat, hogy « levegd homérséklete fiigg a mérés idépontjatol.

b) Meghatarozzuk a mérés idépontja és a mért homérséklet kozti 6sszefiiggést:
4:00 > —6 °C; 8:00 > =5 °C; 12:00 — 0 °C; 16:00 — 2 °C; 20:00 —> =5 °C; 24:00 — —7 °C.

¢) Ha A4-val jeloljiik a mérési idopontok halmazat és B-vel a mért
hémérsékletek halmazat, a fliiggéségi kapcsolatot a mellékelt
diagram segitségével abrazolhatjuk.

d) A megfeleltetést jelz6 nyilakat kovetve, megfigyelhetd, hogy
az A halmaz minden eleméhez hozzarendelheté a B halmaz
egy-egy jol meghatarozott eleme.

Fedezziik fel, értsiik meg!

Ertelmezés. Ha A és B két nem iires halmaz, azt mondjuk, hogy fiiggvényi kapcsolat van kozottiik,
ha valamely szabaly alapjan, az 4 halmaz minden eleméhez hozzarendeljiik a B halmaz egy-egy jol
meghatarozott elemét.

A fliggvényi kapcsolat megadhaté tablazat, kordiagram, botdiagram, oszlopdiagram, vonaldiagram, grafikon,
gyakorisagi poligon, Venn-Euler diagram, stb. segitségével.

1. feladat. A mellékelt tablazat az x és y mennyiségek kozott 1étezd x 0 3 9
fliggvényi kapcsolat értékeit tartalmazza. Hatarozzatok meg a értékét. y=x-3 -3 10 a
Megoldas: a=9 -3 =6.

2. feladat. Egy osztaly 25 tanuloja felmérd dolgozatot irt. Az eredmények ismeretében fliggvényi kapcsolat
létesithetd az osztaly tanuldinak halmaza és a kapott osztalyzatok halmaza kozott: 1. tanulé — 6-os osztalyzat,

2. tanuld — 7-es osztalyzat, 3. tanulé — 6-es osztdlyzat, ..., 25. tanuld6 — 7-es osztalyzat. Tobben is
kaphattak ugyanolyan osztalyzatot. Egy osztalyzat eléfordulasainak szamat az adott osztalyzat abszolut
gyakorisaganak nevezzik. ostélyzat | 5 | 6 | 7| 8 | 9 | 10

Az eredményeket a mellékelt adattablazat foglalja 6ssze, amely
megmutatja az egyes osztalyzatok és azok abszolut gyakorisaga kozott
fennallo fiiggvényi kapcsolatot. A tdblazat vizsgalata igen hasznos lehet,
ha az osztaly tanul6inak elomenetelét tanulmanyozzuk.

A diagramok, grafikus képek, tablazatok tomdren fejezik ki az osztaly tudasszintjét. Osszehasonlitva korabbi
felmérok eredményeivel, nyomon kovethetd a szinvonal idébeni alakulasa.

Az A halmazboél a B halmazba torténd fiiggvényi kapcsolat grafikonja mindazon (x, y) rendezett elemparok
halmaza, amelyekben x € 4, y € B, és a fiiggvény x-nek megfelelteti y-t.

gyakorisag | 1 | 3 | 4 | 6 | 6 |5




A 2. feladat adatait tobbféleképpen abrazoljuk:

Venn-Euler diagram

Botdiagram,
oszlopdiagram

gyakorisag
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a) Abrazoljuk a derékszogii koordinata-rendszerben a fliggvényi
kapcsolat grafikonja altal meghatarozott pontokat.

b) Az igy kapott pontokbdl fiiggéleges szakaszokat huzunk az Ox
tengelyig, amiket botoknak vagy oszlopoknak nevezziik.
A fenti abran bal oldalon a botok, jobb oldalon az oszlopok

a) Abrazoljuk a halmazokat, amelyek
kozott fiiggvényi kapcsolat 1étezik.

b) Nyilakkal 6sszekétjiik az elsé
halmaz minden elemét a masodik
halmaz neki megfeleld elemével.

lathatok.
Gyakorisagi poligon a) Abréazoljuk a derékszogii koordinata-rendszerben a fiiggvényi
gyakorisag kapcsolat grafikonjat.

b) Osszekotjiik a grafikon szomszédos pontjait, ezaltal egy torott
vonalat kapunk. Ezt a vonalat gyakorisagi poligonnak nevezziik.

Megjegyzés. A gyakorisagi poligon segitségével osszehasonlithato két
érték (esetiinkben osztalyzat) gyakorisaga. A nagyobb gyakorisagi
értékrol azt mondjuk, hogy nagyobb a silya.

Szamitas nélkiil becsiilhetd az értékek (osztalyzatok) atlaga. A vizsgalt
példaban a 8-as és a 9-es osztalyzat sulya a legnagyobb (dominans
érékek), az 5-0s osztalyzat sulya a legkisebb. Az atlag becsiilt

értéke 8-as. Szamitsatok ki szamologép segitségével a stlyozott
kozépértéket!

|
|
|
|
|
|
Il

osztalyzat
10

N —_——_—— -

Alkalmazas

1. ,fe{adat: Hatarozzu}< meg "2” + 3”” utols’o n alakja n=ak| n=4ak+1 | n=4k+2 | n=4ak+3
szamjegyét, ha n nullatdl kiillonbozo termé-

szetes szam! ) 6 2 4 8
Szamitassal ellendrizziik, hogy 2 és 3 hatva-

nyainak utolso szamjegye 4-enként ismétlé- n alakja n=4k| n=4k+1 | n=4k+2 | n=4k+3
dik. Az eredményeket a fenti két tablazatba u(3") 1 3 9 7
foglaltuk, ezaltal fliggvényi kapcsolatot te-

remtettiink a hatvanykitevok alakja és 2,

illetve 3 hatvanyainak utols6 szamjegye ko- n alakja u(2") u(3") u(2" +3")
Z0tt. n=4k 6 1 7
Végil készitettiink egy 0sszefoglald tabla- | =4k + 1 2 3 5

zatot, amely fliggvényi kapcsolatot letesit [ — 4 1 4 9 3

az n hatvanykitevo alakja és a 2" + 3" szam k13 2 7 5

utols6 szdmjegye kozott.
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2. feladat. Adott az A = {—4,-3,-2,-1,0, 1, 2, 3,4} halmaz

¢s az x — y = | x | megfeleltetés az 4 halmazrdl a természetes

szamok halmazaba.

a) Igazoljatok, hogy az 4 és N halmazok kozott fliggvényi
kapcsolat 1étezik.

b) Abrézoljatok grafikusan a fiiggvényi kapcsolatot.

Megoldas. a) Minden egész szdm abszolut értéke (modulusa)

egy jol meghatarozott természetes szam, tehatazx — y =| x|

megfeleltetés egy fliggvényi kapcsolatot hoz létre.

c) A grafikont az (x, | x |) koordindtaju pontok alkotjak, ahol
x € A.

———0—————TD1

2 — _ _ LG
- T T
B B
| 2= 4+ — -1 |
| | .1—420— TAll | |
J O S (SEN W W | -
0

b — — —

A fliggvényi kapcsolat grafikonjat alkoto pontok:
Al(la 1)7 Az(_la 1)5 Bl(za 2): Bz(_za 2)a C1(3a 3)7
Cz(_35 3)5 D1(45 4)a Dz(_49 4)

A statisztikai adatokat szamos mas tipusu tablazattal is 6ssze lehet foglalni, a fliggvényi kapcsolatokat is kiilon-
féle diagramokkal lehet abrazolni. Ezek koziil egyeseket meg fogunk ismerni tovabbi alkalmazasok soran.

' Jegyezziik meg!

o Az x - y megfeleltetés fiiggvényi kapcsolatot teremt az A Egy fliggvényi kapcsolat
halmazrol a B halmazra, ha az 4 halmaz minden eleméhez tablazat, grafikon, diagram
hozzarendeli a B halmaz egy-egy jol meghatarozott elemét. segitségével abrazolhatd.

e
: J O Gyakorlatok és feladatok

BN oy kilogramm 7616 4ra 7,5 lej. Mennyit kell I
fizetni 2 kg, 3 kg, 4 kg, 5 kg, 8 kg, illetve 10 kg
sz6l6ért? Egészitsétek ki az alabbi tablazatot!

A 570616 mennyisége
(kg)
Fizetend6 6sszeg (lej) | 7,5

11213]4]|5|8]10

B Szamitsatok ki az / cm oldalhosszisagu négyzet E
teriiletét, ha / € {2; 3,5; 6; 10,4; M}
Foglaljatok tablazatba a kapott eredményeket!
B Abrazoljatok diagram segitségével a kor sugara
és kertilete kozti fliggvényi kapcsolatot, ha a
kor sugara centiméterben kifejezve r € {1; 2,5;
0,75;4,4}.
ﬂ Egy kerékparos 18 km/h atlagsebességgel
halad. Szamitsatok ki az altala megtett
tavolsagot 2 6ra, 3 ora, 4,5 6ra, 300 perc alatt
¢és foglaljatok tablazatba az eredményeket az
alabbi minta szerint!
Id6tartam 2h

Megtett tavolsag 36 km

Egy téglalap keriilete 24 cm.

a) Fejezzétek ki a téglalap hossziisagat a
szélesség fiiggvényében!

b) Szamitsatok ki a téglalap hosszisagat, ha a szé-
lessége rendre: 2 cm, 3 cm, 4,5 cm, 5 cm. Az
eredményeket foglaljatok tablazatba! Abrazol-
jatok az sz — L megfeleltetés grafikonjat!

Egy osztaly tanul6i ismeretellen6rzd dolgozatra a
kovetkezo osztalyzatokat kaptak: 9, 8,4, 7, 8,9, 7,
8,10,10,5,8,9,6,9,8,10,7,7,6,4,8,9,8,9.

Osztalyzat 4151678910

Tanulok szama

a) Masoljatok le a tablazatot és toltsétek ki:
minden osztalyzat alatt szerepeljen az
eléfordulas gyakorisaga!

b) Szamitsatok ki az osztaly atlagat!

¢) Abrazoljatok grafikusan az egyes osztalyzatok
és elofordulasi gyakorisdguk kapcsolatat!

d) Abrazoljatok diagram segitségével az egyes
osztalyzatok ¢€s eléfordulasi gyakorisaguk
kapcsolatat!

e) Melyik osztalyzat stlya a legnagyobb?



ﬂ Adott az x — y fiiggvényi kapcsolat a {0, 1, 2,

3, ..., 9} halmazrél az N halmazra, amelyet a

kovetkez6 megfeleltetési szabaly hataroz meg:

.,y egyenld az x? szam utolso szamjegyével”.

a) Hatarozzatok meg mindazon értékek
halmazat, amelyet y felvehet!

b) Foglaljatok tablazatba az eredményeket!

m Az alabbi diagram egy osztaly tanuldinak a

masodik idegen nyelvre vonatkozé opcidi
alapjan késziilt. Hany tanul6 jar ebbe az
osztalyba és koziiliik hanyan valasztottak az
olasz nyelvet?
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¢) Abrazoljatok a fiiggvényi kapcsolatot F. — francia

grafikon és diagram segitségével! N. — német
Alabb 4brazoltuk az x — y fiiggvényi O. —olasz 8 tanulod
megfeleltetés grafikonjat. N

a) Hatdrozzatok meg az A, B, C, D, E és F, pont
koordinatait, ha a D pont abszcisszaja 5-tel
egyenld!

b) Készitsétek el a fliggvényi megfeleltetés

lll Az alabbi diagram egy iskola VII. osztalyainak
létszdma alapjan késziilt. A kék oszlopok
abrazoljak a fiuk szamat, a piros oszlopok pedig

értéktablazatat, majd az altala meghatarozott a lanyokét.
Venn-Euler diagramot! ]
A\ tanulok
szdma

y 20

T 15

o ¢
o
N — —
=
—_
W (e

Az alabbi diagramok koziil melyik hataroz meg
fiiggvényi kapcsolatot? VILA  VILB  VILC  VILD

osztaly

a) Hatarozzatok meg az egyes osztalyok létsza-
mat!

b) Szamitsatok ki az iskolaba jaro hetedikes fik
szamat!

c) Azonositsatok azokat az osztalyokat, ame-
lyekben a lanyok szdma meghaladja a fiuk
szamat!

d) Hatérozzatok meg az iskola hetedik osztalya-
inak atlagos létszamat!

e) Masoljatok le az alabbi tadblazatot, majd tolt-
sétek ki a diagram alapjan!

Osztaly | VILA VILB VIL.C VIL.D
Lal}yok 16
szama
Fidk 12
szama
(,)szt,aly 28
létszama




o A7 adatszervezés elemei

Ismeretfelméro

Hivatalbdl jar 10 pont
I. Karikdzd be a helyes valasz betiijelét! Csak egy valasz helyes.
5p |1. Ha A(-3, 8) és B(0, 4) két pont, akkor az AB szakasz hossza:
A. 6 B. 5 C. 7 D. 8
5p (2. HaC(0,-5),D(a,3)és CD =10, akkor az a szam lehetséges pozitiv értéke:
A. 6 B. 7 C. 5 D. 4
5p |3. Haaz E (-3, 2) pont szimmetrikusa a koordinata-rendszer kezdépontjara nézve az F pont, akkor '
koordinatai:
A. (3,2 B. (-2,3) C. (-3,-2) D. (3,-2)
5p |4. Adott négy pont a derékszogl koordinata-rendszerben: A(—4, 1), B(-1, 5), C(2, 5), D(5, 1).
Az ABCD négyszog keriilete:
A. 25 B. 26 C. 22 D. 28
5p 5. HadxA4={(2,4),(4 a),(6,4),(2,b),(4,06),(6,b)}, akkor az 4 X 4 Descartes-szorzat elemeinek szama:
A 3 B. 6 C. 9 D. 27
5p [6. HadxB=1{(2,4),(4,a),(6,4),2,b),(4,06),(6,b)}, akkor a B halmaz:
A. {4,6} B. {4,2} C. {2,4} D. {2,6}
5p | 7. Egy matematika versenyen négy feladatot tliztek ki. A tabldzat tartalmazza az egyes feladatokat
helyesen megoldé tanulok szamat. Tudjuk, hogy a négy feladat valamelyikére 6sszesen 221 helyes
megoldas sziiletett.
Feladat 1 2 3 4
Tanulok szama | 27 |[2a-1 a+t25|a+10
A harmadik feladatot helyesen oldotta meg:
A. 45 tanulo B. 55 tanuld C. 65 tanuld D. 75 tanulo
5p | 8. Az alabbi tablazat az euro6-lej arfolyam alakulasat tartalmazza, egy adott héten beliil.
hétfd kedd szerda | csiitortok | péntek | szombat | vasdrnap
4,59 4,57 4,56 4,53 4,54 4,53 4,53
Az adott héten az eur6-lej kozéparfolyam értéke:
A. 457 B. 4,56 C. 454 D. 4,55

IL. [rd le az aldbbi feladatok részletes megolddsat!

10p

1.

A mellékelt tdblazat egy fiiggvényi kapcsolat

x | 3] 2|10 3
alapjan késziilt. Ke.s’zrcsd el a fliggvényi y | 2| 3| 4 1 4
kapcsolat grafikonjat!
10p | 2. ?gf tf’lrll((ép légltéke 1/‘500 000. Tavolsag a térképen (cm) | 5 7,5 12
N ts Ka t'a ’azatot.’ Tavolsag a terepen (km) 20 350
Figyelj a mértékegységre!
3. Az A:{xEZ |—1§x§3} és B:{er |—4<x<6} halmazok k6zott az x — y, y = -2x + 3
szabaly fiiggvényi kapcsolatot teremt. Készitsd el:
5p |a) a fiiggvényi kapcsolat tablazatat;
5p |b) afliggvényi kapcsolatot abrazol6 diagramot;
10p [c) a fiiggvényi kapcsolatot abrazold grafikont!
4. A mellékelt grafikon az 4 és B halmazok kozott 1étezo fiiggvényi kapcesolat y
alapjan késziilt. T 'T
34 | —
5p |a) Hatarozd meg az 4 és B halmazt! b ~y
5p |b) Keress egy képletet, amely alapjan y kifejezhet6 x fliggvényében! N B
| [ | | x
¢ 1 2 3 4




Neqyszogek

4.1. A konvex négyszog. Egy konvex négyszog szogei mértékének 6sszege

4.2. A paralelogramma tulajdonsagai. Alkalmazasok a haromszégek
geometriajaban

4.3. Sajatos paralelogrammak: téglalap, rombusz, négyzet

4.4. A trapéz: osztalyozas, tulajdonsagok. A trapéz kézépvonala

4.5. Keriiletek és teriiletek

Sajatos kompetenciak




* Négyszogek

A konvex négyszog.

Egy konvex négyszog szogei mértékének 6sszege

Emlékeztetd ~

Harom nem kollinearis pont meghataroz egy haromszdget. Ha a pontokat az 4, B és C betiikkel jeloljiik,
akkor az ABC haromszogrol beszéliink és igy irjuk ,,ABCA”.

1. tétel. Egy haromszog belso szogei mértékének dsszege 180°.

2. tétel. Barmely haromszdgben az egyik oldal hossza kisebb, mint a masik két oldal hosszanak dsszege.

A mértan elbiivolé. Kiilonbozo alakzatokra vonatkozo kijelentések és kovetkeztetések meglepéen hasonloak
tobb mértani felfedezés esetén. Ugyanezeket a hasonlosagokat fogjuk megfigyelni a tovabbiakban is.

Négy pont, amelyek k6zott nincs harom kollinedris, meghataroz egy négyszoget. Ha a pontokkal 4, B, C és D-vel
jeloljiik, akkor az ABCD négyszdgrol beszEliink. Sajnos nem létezik olyan jelolés, mint a haromszogek esetében,
igy a kovetkezoképpen irhatjuk: ,,ABCD négyszog”

D

A melleklet alakzatok mindegyi- D D B
ke teljesiti azt a feltételt, miszerint 4
olyan négy pont ltal van meghata-
rozva, melyek kozott nincs harom
kollinedris. Tehat ezek a mértani ¢ B C
alakzatok négyszdgek. B A C A
l.a. abra 1.b. dabra l.c. abra

Fedezziik fel, értsiik meg!

Az A, B, C és D pontokat a négyszdg csucsainak nevezziik. Az AB, BC, CD
és DA szakaszokat a négyszog oldalainak nevezziik. Megfigyelhetiink olyan
egyeneseket, amelyek tartalmazzak a négyszog oldalait. Ezeket a négyszog
oldalaihoz tartoz6d tartdegyeneseknek nevezzikk (szaggatott vonallal vannak
jelolve a 2.a, 2.b dbrakon).

Hasonlitsuk 0ssze a 2.a és 2.b. abrat!

1) A 2.a. abran, barmely oldalt valasztva, annak tartoegyenese nem metszi a masik
oldalt, legfeljebb csak a négyszog cslicsait, ami nem €rvényes a 2.b. abrara.
2) Barmely oldalt valasztva a 2.a. abrardl, annak tartdoegyeneséhez viszonyitva, a
masik két cstics ugyanazon az oldalon helyezkedik el, mig a 2.b. dbran a C és D

pont az AB oldal tartbegyenesének kiilonb6z6 oldalain talalhato.

1. értelmezés. Konvex négyszognek nevezziik azt a négyszoget, amelyben az oldalak
tartoegyenesei nem metszik a tobbi oldalt, legfeljebb csak a négyszdg csucsaiban.

Azok a négyszogek, amelyek hasonlo tulajdonsaggal rendelkeznek, mint a 2.a. bran
lathato, konvex négyszogek. 2.b. dbra

2. értelmezés. Egy négyszoget konkav négyszognek neveziink, ha barmely két oldal legfeljebb a
csucsokban metszi egymast és amely nem konvex.

Az 1.b. és 2.b. dbrakon 1évo négyszogek konkav négyszogek.
1. megjegyzés. Egy négyszog akkor konvex, ha barmely oldal tartoegyeneséhez viszonyitva a négyszog két
csucsa egyazon oldalon helyezkedik el. A 2.b. dbran, az AB oldalhoz tartozo tartdegyenes a CD oldalt az M

pontban metszi, amely nem a négyszog egyik csucsa, viszont a D és az 4 pont a BC egyenes kiilonboz6 oldalan
helyezkedik el.



2. megjegyzés.
Ha ABCD konvex négyszog, akkor felcserélve
a csucsok sorrendjét, a koriiljarasi iranynak
megfelelen, ez konvex marad. (3.a. abra)
A felcseréléssel a kovetkezd négyszogeket - A B
kapjuk: BCDA, CDAB és DABC. A csicsok . ABCD P ) ACBD nem konvex

L. . 1z Yy ig. 3.a konvex négyszig Fig. 3.b o
barmilyen mas felcserélése nem Orzi meg a negyszog IZ|
konvexitas tulajdonsagat. (3.b. dbra) Szémagyardzat: koriiljiras — ebben az

~)
* Négyszogek

A csticsok sorrendjének fontos szerepe van a négyszogek elnevezésénél, — Crtelemben korbe-korbe

ellentétben a haromszog elnevezésével, ahol ennek nincs jelentosége.

Vizsgaljunk meg részletesebben egy ABCD konvex négyszoget, leszogezve a mertani fogalmakat, amelyekkel
talalkozhatunk.

* Az A, B, C és D pontok a négyszog csucsai.
Az A és B szomszédos csucsok, ahogy a B és C, Cés D ésaz A és D is.
Az A4 és Cilletve B és D szemben fekvo csucsok.

* Az ABCD négyszog oldalai: AB, BC, CD és DA. (4. dbra)
Egy konvex négyszognek:

— két par szemben fekvo oldala van: (4B; DC) és (AD; BC);

—négy par egymas melletti oldala van: (4B; BC), (BC; CD), (CD; DA), (DA; AB).
Mindegyik szomszédos oldalnak van egy kozos pontja, a négyszog csucsa. Példaul
az A csucs az AB és AD oldalak k6zos pontja.

* Egy konvex négyszog két ellentétes csiucsa meghataroz egy atlot: az AC és BD
szakaszok az ABCD négyszog atloi.

*Egy konvex négyszog barmely két szomszédos oldala szoget alkot. Az ‘
ABCD négyszog szogei a kovetkezOk: DAB<«, ABC<«, BCD<« és CDA<.
Ezen szogek cstcsai megegyeznek a négyszog csucsaival: 4, B, C, illetve D. Ha nem ¢ AH
all fenn az 6sszetévesztés veszélye, igy is lehet jeldlni: 4<t, B<, C<, D< és ezeket 4
belsé szogeknek, vagy egyszeriibben a négyszog szogeinek nevezziik. (5. abra). .
* Egy konvex négyszdgnek: B
—négy par egymas melletti szoge van: (A<, B<X), (B<, CX), (C«x, D<), (D, 4<); 5. abra
— két par szemben fekvo szoge van: (A<, CX) és (B, D).
» Két szemben fekvo szog kozos része alkotja a konvex négyszog belsé tartomanyat.

Alkalmazas

1. tétel. Egy haromszog belsé szogei mértékének 0sszege 180°.
Feltevddik a kérdeés, miszerint egy konvex négyszog belsé szégeinek mértéke allando szam-e? Meglepo, de a
vdlasz: igen.

2. tétel. Egy konvex négyszog belso szogei mértékének dsszege 360°.

Bizonyitas: Még miel6tt barmilyen bizonyitast elkezdenénk, gondoljunk
egy altalunk ismert hasonlé mértani eredményre! Természetesen a
haromszogek ,,szogei mértékének dsszege...” kijelentésre utalunk.
Megfigyelve, hogy 360° =2 - 180°, megprobalunk két haromszoget
azonositani, 0igy, hogy minél tobb sz6g megmaradjon a négyszog szogeibol, de
a haromszogek is megfelelen latsszanak.

Megszerkesztiink egy atlot. Legyen AC az emlitett 4tlo. (6. abra)




* Négyszogek

Megkaptuk az ABC és az ACD haromszdgeket. A két haromszogben lathaté az 4 <, illetve 4,< szdg, amelyek
egymas melletti szogek €s 4 < + 4,< = AX. Hasonldan, C < + C = C<.

Az ABCA-ben, A, + B+ C,«=180° az ACDA-ben, 4« + D+ C;«=180°. Osszeadjuk a két Osszefliggést
¢s figyelembe vessziik az egymas melletti szogek tulajdonsagat.

AL+ B+ Gy + A+ DX+ G = A<+ B« + C<t+ D<c =180° +180° = 360°.

A fenti gondolatmenetbdl azt a tényt emelhetjiik ki, miszerint egy el6z6leg ismert eredményhez hozzatettiink
vagy megvaltoztattunk valamit és egy 1) eredményt kaptunk. Az emlitett 0sszefiiggések, képzettarsitasok nagyon
hasznosak a mértani ismeretek elmélyitésében és a specifikus mértani ismeretek elsajatitdsaban.

' Jegyezd meg!

* Azt a négyszoget, amelyben az oldalak tartdegyenesei nem metszik a tobbi oldalt, legfeljebb csak

a négyszdg csucsaiban, konvex négyszognek nevezziik.
* A csucsok sorrendje fontos szerepet jatszik a konvex négyszogek elnevezésében.
» Egy konvex négyszog belso szogei mértékének dsszege 360°.

&7

J 0y Gyakorlatok és feladatok

n a) Rajzolj egy ABCD konvex négyszoget!

b) ird le a négyszog szemben fekv oldalpérjait!

¢) ird le a négyszog egymas melletti
oldalparjait!

d) Ird le a négyszog szemben fekvé szogparjait!

e) ird le a négyszog egymas melletti
szogparjait!

Adott az MNPQ konvex négyszog, amelyben

M<x=73°, Px=107°, Q< =64°. Szamitsd ki

az N< mértékét!

Adott az ABCD négyszdg, amelyben

AB 1 AD, BC 1. CD ¢s ABD<« = BDC<.

Bizonyitsd be, hogy:

a) ABC<«=ADC<; b)AD = BC; ¢) AC=BD.

Az alabbi abran az MQ és NP egyenesek

parhuzamosak, az MQ és PQ egyenesek pedig

merdlegesek egymasra.

v/ o
3% ]
46 —-30°

N P

Az abran megadott adatokat hasznalva hatdrozd
meg az MNPQ négyszog szogeinek mértekét!

B Az EFGH konvex négyszdgben érvényesek a

kovetkezo Osszefiiggések:

EF = EH, GF = GH, FEG<« =28°, EGH<«x =73°.

Szamitsd ki:

a) az EFGH négyszdg szogeinek mértékét.

b) az EFGH négyszog tloi altal bezart szog
mértékét.

Az ABC haromszogben az ABC< mértéke 44°.

Legyen az AD magassag, ahol D € BC, M az AB

oldal felezépontja és DN az ADC< szbgfelezdje,

ahol N € AC. Tudva, hogy AND< = AMD<

szamitsd ki az AMDN négyszog szogeinek

mértekét!

ABC egyenl6 oldali haromszdg; a B pontbol az

AB egyenesre huzott merdleges az AC egyenest

a D pontban metszi, €s az E pont a BD szakasz

felezopontja.

a) Készits a fenti adatoknak megfeleld rajzot.

b) Szamitsd ki az ABEC négyszog szdgeinek
mértékét.

ABC egyenld oldaltl haromszdg, illetve az

ABCD konvex négyszognek két szemben fekvo

szoge derekszogii. Hatarozd meg a négyszog

szogeinek mértékét.



A paralelogramma tulajdonsagai.
Alkalmazasok a haromszogek geometriajaban.

®

A paralelogramma. Tulajdonsagok

Emlékezteto ™

A parhuzamossagi axioma hosszu torténetével és kiilondsen fontos szerepével segitette az euklideszi és
nem euklideszi geometria fejlédését. Egy rovid és egyértelmi kijelentés: egy egyenessel egy rajta kiviil
fekvd ponton at egy és csakis egy parhuzamos egyenes huzhato.
4 =6<, 3w =5«
I«x=7<, 2« =8«

Két parhuzamos egyenes egy szeldvel: 153 lx =5« 2« =6«
—  kongruens belsé viltoszogpart, A< =8<«. 3 =T
kiilso valtoszogpart, megfelelé ’
5\6 =180°
szogpart alkot; g\ 7 eSSl
— azonos oldalon 1évo kiilsé és belsé 3x+6x=180°
kiegészito szogparokat alkot. Fig. 1 «1+<«x8=180°
X2 +<«7=180°
\_ W,

VI. osztalyban nagyon sok energiat fektettiink a parhuzamossagba. Eszrevettiik, hogy sok esetben két egyenes
parhuzamossagat kell bebizonyitani, mas esetben tudjuk, hogy a két egyenes parhuzamos egymassal, illetve tudva
ezt a tényt, mas tulajdonsagokat is bebizonyitottunk.

Egy kis idére alljunk meg, és csodaljuk meg egy mértani fogalom erejét. Egy egyszeri kijelentésbol arra
kovetkeztethetiink, hogy egy egyenes, amely atszel két parhuzamos egyenest, 8 kongruens szogpart és 4 kiegészitd
szogpart eredményez.

A parhuzamossagi kritériumok azok az elégséges feltételek, amelyek alapjan egy szeldvel metszett két egyenes
parhuzamos legyen. Ezek olyan technikakra tanitanak minket, amelyekkel be tudjuk bizonyitani, hogy két egyenes
parhuzamos akkor is, ha a meghatarozas nem mindig hatékony.

Természetesen feltevodik a kérdés: a fenti 12, szogek kdzotti 6sszefliggésbdl hany kell teljesiiljon ahhoz, hogy az
egyenesek parhuzamosak legyenek?

* Ha két egyenes egy szel6vel egy kongruens belsé valtoszogpart vagy egy kongruens Kiilsé valtoszogpart
vagy egy kongruens megfeleld szogpart alkot, akkor a két egyenes parhuzamos.

* Ha két egyenes ¢€s egy szel6 altal alkotott, a szelonek azonos oldalan 1évé belsé vagy azonos oldalan 1évé
kiils6 szogparok kiegészité szogek, akkor a két egyenes parhuzamos.

Fedezziik fel, értsiik meg!

Kérdés: Milyen tulajdonsdgokkal boviil egy konvex négyszog, ha szemben fekvd oldalai parhuzamosak?

* Azt a konvex négyszoget, amelynek csak

két szemben fekvé oldala parhuzamos, D ¢ D ¢
trapéznak neV?ZZUk:‘ Lo Trapéz Paralelogramma
Azt a konvex négyszdget, amelynek két-két
szemben fekvé oldala parhuzamos, para- A B 4 B
2.a. abra 2.b. abra

lelogrammanak nevezziik.

* Négyszogek



A paralelogramma ,,bajnok” a tulajdonsagainak szamat tekintve. Szémagyardzat
A paralelogramma tulajdonsagainak lenytigdz6 hatasa van mas sokszdg — egy olyan zart sikidom, amelyet

sokszog tulajdonsdgainak bizonyitasara. karg?l vagy tobb szakasz (oldal)

* Négyszogek

Vizsgaljuk meg a 2.b abrat, megfigyelve az AB és CD, majd az AD és BC parhuzamos oldalakat.

1) AB || DC és az AD szeld. A paralelogramma A4 és D szogei a szel6 azonos oldalan 1év6 belso szogek, igy kie-
geészitd szogek, vagyis A« + D<t = 180°. Mivel egy négyszog szogei mértékének dsszege 360°, kovetkezik,
hogy B« + C<« = 180°.

2)AD || BC és az AB szeld. A paralelogramma A és B szdgei a szel6 azonos oldalan 1évo belsd szogek, igy
kiegészitd szogek, vagyis A< + B« = 180°. Mivel egy négyszog szogei mértékének dsszege 360°, kovetkezik,
hogy C<xt + D« = 180°. Megkaptuk (bebizonyitottuk) a paralelogramma els6 tulajdonsagat:

1. tétel. Egy paralelogrammaéban az egymas melletti szogek A<+ B = 180° B+ Cx=180°

Kiegészité szogek. C« + D<= 180° A + D« =180°

Alkalmazzuk ezt a tulajdonsagot, illetve észrevessziik, hogy a D<t kiegészitd szog az A<«-gel is, a C-gel is.
Tehat A<« = C«. Nyilvanvalo, hogy ugyanezt az eredményt kapjuk a B<t és D<t esetében is. Bebizonyitottuk, a

kovetkezot:

2. tétel. Egy paralelogrammaban a szemben fekvo szogek Ax =«

kongruensek. B« = D

Rajzoljunk meg egy atlét (3. abra). Ez 0j megoldasokhoz vezet? D C
Az AC egyenes szel6je a paralelogramma mindkét parhuzamos oldalparjanak.
A DCA< és BAC< bels6 valtoszogei az AB és CD parhuzamosok esetén, és a
DAC< és BCA< belso valtoszogek a BC és AD parhuzamosok esetén, techataz 4 B
atlo, a szemben fekvo oldalakkal, két kongruens szogpart hataroz meg. A BD 3. dbra

atlo esetében is hasonld megoldast kapunk.

3. tétel. DCA<« = BAC<
Egy paralelogramma barmely atléja a szemben DACx = BCAX
fekvo oldalakkal kongruens szogeket alkot. CDB« = ABD«
ADB< = CBD< 4. dbra

Eszrevessziik, hogy a keletkezett haromszogeknek (3. abra) kongruens elemei vannak. Az SZ.0.SZ. vagy O.SZ.
SZ. kongruencia esetek valamelyikébdl kapjuk, hogy ACBA = CADA, Elérkeztiink a paralelogramma egy ujabb
tulajdonsagahoz:

4. tétel. AB=CD AD = CB
Egy paralelogramma szemben fekvo oldalai kongruensek.

Figyeljiikk meg az 5. abrat! Megrajzoltuk a paralelogramma atléit, majd az O ponttal jeloltiik metszéspontjukat.
A keletkezett négy haromszog felkelti a figyelmiinket. Eszrevessziik, hogy O4AB<« = OCD< és OBA< = ODC<,
de a 4. tétel azt mondja, hogy a parhuzamos oldalak kongruensek is, tehat 4B = CD. Kovetkeztetésképpen,
OABA = OCDA (SZ.0.SZ.). Tehat 04 = OC és OB = OD. Igy bebizonyitottuk, hogy az O pont mindkét 4tlo
felezopontja. Azt mondjuk, hogy az O pont felezi az atlokat.

D
~J
04=0C . 0
5. tétel. Egy paralelogramma atléi felezik egymast.
\ OB = 0D = A
‘ 5. abra

106
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Alkalmazas

Felmeriil egy 0jabb kérdés: Melyek azok az informaciok, melyeket egy feladat feltevésében, illetve megoldasa-
nak folyamataban tudnunk kell ahhoz, hogy egy konvex négyszog paralelogramma legyen?

Olyan elégséges feltételeket kerestink, melyek alapjan egy konvex négyszog paralelogramma lesz. A tanult tulajdon-
sagok melyike, illetve ezek koziil hany elégséges, ahhoz, hogy teljesiiljon a paralelogramma tobbi tulajdonsaga?

6. tétel

Ha egy konvex négyszog

két szemben fekvé oldala
parhuzamos és kongruens is,
akkor az paralelogramma.

DM )
4 6. abra B
7. tétel
Ha egy konvex négyszog

szemben fekvé oldalai
paronként kongruensek, akkor
az a négyszog paralelogramma.

8. tétel

Ha egy konvex négyszog atloi
felezik egymast, akkor az a
négyszog paralelogramma.

9. tétel

Ha egy konvex négyszogben
minden egymas melletti
szogpar Kiegészitoé szog, akkor
a négyszog paralelogramma.

10. tétel

Ha egy konvex négyszog
két-két szemben fekvo szoge
kongruens, akkor a négyszog
paralelogramma.

Bizonyitas. Legyenek az AB és CD oldalak parhuzamosak és kongruensek
egymdssal. Ahhoz, hogy ABCD paralelogramma legyen, teljesiilnie kell
annak, hogy az AD és BC oldalak parhuzamosak. Megrajzoljuk az AC atlét.
(6. abra)

Az AB || CD parhuzamossag alapjan teljesiil, hogy CAB<« = ACD<.

A feltevés alapjan AB = CD, AC az ADCA és a CBAA k6z6s oldala.
Hasznalva az O.SZ.0. kongruencia esetet, kapjuk, hogy ADCA = CBAA tehat
DAC<« = BCA<.

Bebizonyitottuk, hogy az AD és BC az AC szel6vel kongruens belsd
valtoszogeket alkot, tehat parhuzamosak, igy a meghatarozas alapjan ABCD
paralelogramma.

Bizonyitas. Adottak az ADCA és CBAA haromszogek.

A feltevés alapjan AB = CD és AD = BC. Mivel az AC a két haromszog kdzos
oldala, kovetkezik, hogy ADCA = CBAA, tehat a haromszdgek megfeleld
szdgei kongruensek. Ezek viszont belsd valtoszogek, melyeket két szemben
fekvé oldal és az atlo (szeld) hatarozott meg, igy a két szemben fekvo oldal
parhuzamos. A meghatarozas alapjan, az ABCD négyszog paralelogramma.

Bizonyitas. Alkossunk két kongruens haromszdgpart. (7. abra)

1) OABA és OCDA: AO = OC, BO = OD és AOB<« = COD< (cstcsszogek).
Az 0.SZ.0. kongruencia esetb6l kovetkezik, hogy OABA = OCDA,
igy OAB< = OCD<. Az AB és CD egyenesek, az AC szel6vel kongruens
bels6 valtoszogpart alkotnak, tehat AB || CD.

2) AODA és COBA: AO = OC, OD = OB és AOD<« = COB< (csucsszogek).
Az 0.SZ.0. kongruencia esetb6l kovetkezik, hogy AODA = COBA,
igy OAD<x = OCB<. Az AD és CB egyenesek a AC szeldvel kongruens
belso valtdszogpart alkotnak, tehat AD || CB. Az ABCD négyszdg szemben
fekvo oldalai parhuzamosak, tehat ABCD paralelogramma.

Bizonyitas. Egy konvex négyszogben, barmely két egymas melletti szoget a
szel6 ugyanazon oldalan 1év6 belsé szognek lehet tekinteni, két szemben fekvo
oldal esetén. A szeld a masik két oldal egyike. A megfelelé parhuzamossagi
feltételt hasznalva kapjuk, hogy a két szemben fekvd oldal parhuzamos.
A meghatarozas alapjan a négyszog paralelogramma.

Bizonyitdas. Tekintsiink két egymas melletti szoget, példaul az A<-et
és B<x-et. Mivel A« = C«x és B« = D<, kapjuk, hogy A<« + B« = C«
+ D<. Mivel egy konvex négyszog szogei mértékének Osszege 360°,
A< + Bx = C« + D« = 180°. Hasonloan kapjuk az A< és D<, illetve
B« és C<x egymas melletti szogek esetében is, tehat az el6z6 tételbol
kovetkezik, hogy a négyszog paralelogramma.

* Négyszogek
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* Négyszogek

11. tétel
Ha egy konvex négyszogben egy atléo barmely két szem-

ben

négyszog paralelogramma.

Bizonyitas:

A 8. &brén 1é&vd AC atld a szemben fekvd
oldalakkal kongruens szdgeket alkot:
DCA<c = BAC« és DAC« = BCA<.

Mivel ezek bels6 valtdészogek az AB és DC

fekvo oldalparral kongruens szogeket zar be, akkor a

D —C egyenesekkel, ahol AC szeld, illetve belso
y Z valtoszogek az AD és BC egyenesekkel,
A ahol AC szel6, kapjuk, hogy
A= B AB || DC és AD || BC, vagyis a négyszog
8. abra

paralelogramma.

Jegyezd meg!

~

Meghatarozas: Azt a konvex négyszoget, amelynek a két-két szemben fekvé oldalparja
parhuzamos, paralelogrammanak nevezziik.

Ha egy négyszog paralelogramma,
akkor:
— a szemben fekvo oldalai parhuzamosak.

Ahhoz, hogy egy konvex négyszog paralelogramma legyen,

elégséges, hogy egy feltétel megvalosuljon az alabbiak koziil:

—a négyszdgnek mindkét szemben fekvé oldalparja kongruens
legyen;

—a négyszognek két szemben fekvo oldala parhuzamos és
kongruens is legyen;

—a négyszdgnek két-két szemben fekvé szoge kongruens legyen;

—a négyszdgben minden egymas melletti szogpar egymas
kiegészit6 szoge legyen;

— egy atlé barmely két szemben fekvé oldalparral kongruens

— a szemben fekvo oldalai kongruensek.

—a szemben fekvo szogei kongruensek.

— az egymas melletti szogei kiegészité
szogek.

—barmely atlé a szemben fekvo

oldalakkal kongruens szogeket alkot.
— az atlok felezik egymast.

szogeket zar be;
—a négyszog atloi felezzék egymast.

>

@7
; J X Gyakorlatok és feladatok

n a) Rajzolj egy ABCD paralelogrammat!
b) Azonositsd:
— a parhuzamos oldalparokat;
— a kongruens oldalparokat;
— a kongruens szogparokat;
— a kiegészitd szogparokat.
a Adott az ABCD paralelogramma, amelyben
AB =7 cm ¢és BC =9 cm. Hatarozd meg a
kovetkezd kijelentések logikai értékeét.
p:CD=7cm
p,; AD=9 cm
p,: AC>16 cm
Rajzolj egy MNPQ paralelogrammat tudva,
hogy:
a) MO =6 cm, M« =50° MN =4 cm,;

b) N« +0<=210°, NP=2- PO =10 cm.

a) Szamitsd ki az ABCD paralelogramma szogei-
nek mértékét, tudva, hogy az A<« =100°.

b) Szamitsd ki a DEFG paralelogramma szdgei-
nek mértékét, ha D =1,5-(E<).

¢) Szamitsd ki az ABCD paralelogramma szogei-
nek mértékét, ha A<+ B+ C<x<=300°.

Rajzoljatok egy ABCD paralelogrammat.

Legyen az atloinak metszéspontja a P pont.

Egészitsétek ki:

a) Ha AC =20 cm, akkor AP = ... cm és
CP=..cm.

b) Ha BP = 7,5 dm, akkor DP = ... dm és
BD = .. cm

Az ABC és BCD haromszogek egyenld

oldaluak, és az A pont kiilénbdzik a D ponttdl.

Bizonyitsatok be, hogy az ABDC négyszog

paralelogramma.



Adott az MNPQ paralelogramma. Az E pont
az MN szakasz felezOpontja, €s az F pont a PQ
szakasz felezopontja. Igazoljatok, hogy:

a) EF = MQ; b) EF || NP.

Az ABCD paralelogrammaban, M pont az

AB oldal felezépontja, és DM N BC = {E}.
Mutassatok ki, hogy:

a) ADMA = BEMA,

b) ADBE paralelogramma.

Az ABCD paralelogrammaban AB > BC.

A BAD< szdgfelezdje metszi a CD oldalt az £
pontban és a BCD< szogfelezOje metszi az AB
oldalt az F pontban.

a) Mutasd ki, hogy ADEA egyenld szaru.

b) Mutasd ki, hogy AECF paralelogramma

Adott az ABCD paralelogramma, ahol
ACNBD = {O} Az O ponton keresztiil
szerkesztiink egy d egyenest, amely metszi az
AB és CD oldalakat az E és F pontban, illetve a
BC és AD oldalak meghosszabbitdsat a P és Q
pontban. Bizonyitsd be, hogy:

a) EO = OF;

b) BPDQ és APCQ paralelogramma.

Az EF és GH oldalakon, az EFGH paralelo-
grammaban tekintsiik az 4 és B pontokat ugy,
hogy EF = 3AE ¢s HB = 2BG. Igazold, hogy:
a) EA = BG;

b) AEBG paralelogramma;

¢) EG, FH ¢és AB 6sszefuto egyenesek.

A P pont rajta van az ABC haromszég BC
oldalan. Az M és N pont a P pontnak az AB
illetve AC oldalak felez6pontjai szerinti
szimmetrikusa.

Bizonyitsd be, hogy:

a) az M, A, N pontok kollinearisak;

b) BCNM paralelogramma.

Az M pont a DEF haromszog EF oldalanak fe-
lezépontja. Az E ponton keresztiil huzott egye-
nes, amely parhuzamos a DM egyenessel, a DF
egyenest az N pontban metszi, és a P pont az M
pontnak a D pont szerinti szimmetrikusa.

a) Igazold, hogy EF || NP.

b) Bizonyitsd be, hogy MN = PF.

Az MNPQ paralelogrammaban M< > N<.
Legyen MR 1 MN, R € NP és PS 1 PQ,

SeMQ. Bizonyitsd be, hogy:

a) MRPS és NRQS paralelogramma;

b) MP, NQ és RS 6sszefutd egyenesek.

m A BC alapu ABC haromszdg egyenld szaru, és

AD a BAC<« szogfelezdje, ahol D € BC. A DP
szakasz oldalfelez6 az ABD haromszogben és a
DQ szakasz oldalfelez6 az ACD haromszogben.
a) Mutasd ki, hogy APD< = AQD<.

b) Igazold, hogy CDPQ paralelogramma.

c) Ha PO N AD = {E}, szamitsd ki az ED
arany értékét. AD

Az ABCD paralelogrammaban AD 1 BD,
CBD<« =3-(ABD<) és AB =24 cm. Tarsitsd
az els6 oszlopban 1évo, bettivel jelolt, kifejezést

a masodik oszlopban 1év6 szammal, ugy, hogy
igaz legyen.

a) ABC< = Y a0
b) C< = 3. 60°
4.72 cm
©) BC = 5.12 cm
d) K, yep = 6. 102 cm

Az AD oldalfelezd az ABC és az AMN
haromszdgben is, ahol M ¢ BC. Mutasd ki,
hogy az a négyszog, amelynek csticsai a B, C,
M, N pontok, paralelogramma!

Legyen C az AB szakasz felez6pontja. A

d egyenes metszi az AC és BC szakaszok
felezémerélegeseit a D illetve E pontokban,
amelyek az AB egyenes ugyanazon oldalan
helyezkednek el. Ha DC = EC, akkor igazold,
hogy ADEC paralelogramma!

Az ABCD paralelogramma DC és BC
oldalainak felezOpontja az F illetve F pont. Az
AE egyenes a BC egyenest a G pontban, az AF'
egyenes a DC egyenest a H pontban metszi.
Mutasd ki, hogy DBHG paralelogrammal

Az ABCD konvex négyszogben AC N BD = {O}.
Tudjuk, hogy 40 = OC és ABC<«x = ADC<.
Bizonyitsd be, hogy az adott négyszog
paralelogramma.

A P pont az ABCD paralelogramma bels6
tartomanyaban, az E és F pont a
paralelogramma oldalain helyezkedik el.
Felhasznalva az dbran lathato adatokat,
hatarozzatok meg az EPF< mértékét.

D E C
4
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A paralelogramma alkalmazasa a haromszogek geometriajaban

Emlékeztetd ~N

1) Oldalfelezének nevezziik azt a szakaszt, amely 6sszekoti a haromszog egyik csticsat a szemben fekvo
oldal felezépontjaval.
Egy haromszog oldalfelez6i Osszefutd egyenesek. Az oldalfelezk metszéspontjat altaldban G-vel
jeloljiik és a haromszdg silypontjanak nevezziik.

2) Egy szakasz felezomer6legese merdleges a szakaszra és atmegy annak felezépontjan.
Egy haromszog felezdmerdlegesei 6sszefutod egyenesek. A felezOmerdlegesek metszéspontjat altaldban
O-val jeldljiik és ez a haromszog koré irt kor kozéppontja.

3) Egy haromszog magassaganak nevezziik a haromszog egyik csticsabol a szemkdzti oldal tartoegyenesére
bocsatott merdleges szakaszt.
Egy haromsz6g magassagvonalai 0sszefutd egyenesek. A magassagok metszéspontjat altalaban H-val
jeloljiik és a haromszdg ortocentruméanak vagy magassagpontjanak nevezziik.

4) Szogfelezonek nevezziik azt a félegyenest, amely a szog csticsabol indul, a szogtartomany belsejében
halad, és a szoget két kongruens szogre osztja.
Egy haromszog szogfelez6i dsszefutd egyenesek. A szogfelezok metszéspontjat altalaban [-vel jeloljiik
¢és ez a haromszogbe irt kor kozéppontja.

\< =/

Fedezziik fel, értsiik meg!

Ertelmezés. Egy haromszog két oldaldnak felezépontjat osszekotd szakaszt
a haromszog kézépvonalanak nevezzik.

* Négyszogek

1) Az oldalak felezopontjai a D, E, F pontok.

TF 2) Az ABC haromszdg kdzépvonalai a DE, EF, FD szakaszok.

1. tétel. Egy haromszog két oldalanak felez6pontja altal meghatarozott kézépvonal parhuzamos a harmadik
oldallal és a hossza egyenl6 ezen oldal hosszanak felével.

Bizonyitas. Adott ez ABCA és az MN kozépvonal, ahol M € AB, N € AC.
Meghosszabbitjuk az MN egyenest az NP = MN szakasszal. Mivel az N pont az
AC szakasz felezOpontja, igy az AMCP négyszdgben az atlok felezik egymast.
Tehat az AMCP egy paralelogramma. Kovetkezik, hogy PC || AM és PC = AM.
Mivel az M pont az AB oldal felezOpontja, kdvetkezik, hogy PC || BM és

PC = BM, ami azt mutatja, hogy a BCPM paralelogramma. Igy egymas utan
kovetkezik, hogy: MP || BC és MP = BC, vagyis MN || BC és 2MN = BC, végiil

MN||BCésMN=BTC.

2. tétel. Egy haromszog sulypontja rajta van mindegyik oldalfelezén; a sulypont kétharmad részre van a
haromszog egyik csticsatdl és egyharmad részre van a cstccsal szemben fekvo oldal felezOpontjatol.

Bizonyitas: Adott az ABCA és az AD és BE oldalfelezok.

Az AD és BE metsz06 egyenesek, mivel az 4B szel6 ugyanazon
oldalan levé bels6 szogek nem kiegészitd szogek. Ez igaz, mivel a
DAB< + EBA< < A< + B« <180°. Jeldljiik {G} = AD N BE.
Legyen M és N az AG illetve BG szakaszok felezOpontjai.




AB
A GAB haromszogben az MN kézépvonal, tehat MN || AB és MN = -

A CAB haromszogben a DE kdzépvonal, tehat DE || AB és DE = %

* Négyszogek

Kovetkezik, hogy MN || DE, MN = DE, ami azt mutatja, hogy a DEMN négyszog paralelogramma ¢&s
atloi felezik egymast. Kovetkezik, hogy AM = MG = GD és BN = NG = GE. Végiil kovetkezik, hogy

AG=§AD, GD =%AD, BG=§BE és GE =%BE. Hasonldan bizonyitjuk, hogy G pont rajta van a CF

oldalfelezon is és CG = %CF ,GF = %CE . Az a pont, amely az AD oldalfelezén helyezkedik el egyharmadnyi

tavolsagra az alaptol és kétharmadnyira a csucstol, egyértelmiien meghatarozott. Arra a kdvetkeztetésre jutunk,
hogy a harom oldalfelezének van egy kdzds pontja, amit G-vel jeldliink és sulypontnak neveziink.

3. tétel. Egy haromszog magassagvonalai 0sszefutd egyenesek. A magassagok metszéspontjat altalaban H-val
jeloljiik és a haromszog ortocentrumanak vagy magassdagpontjanak nevezzik.

Ahhoz, hogy bizonyitani tudjuk ezt a tételt, a paralelogramma tulajdonsagait fogjuk hasznalni és a kdvetkezo,
VL. osztalyban tanult eredményt: Egy haromszég oldalainak felezoémerdlegesei egy pontban metszik egymast,
amit a haromszog kéré irt kor kozéppontjanak neveziink.

Bizonyitas. Meghtizzuk az A, B és C pontokon keresztiil a BC, AC, illetve
AB-vel parhuzamos egyeneseket, amelyek metszik egymast paronként az 4', B
és C' pontokban. A BCAC' és BCB'A négyszogek oldalai parhuzamosak, tehat
ezek paralelogrammaék. fgy a B’, 4, C’ pontok kollinearisak és C'A = BC = AB/,
vagyis az 4 felez6pontja a B'C'-nek.

Az AD magassag mer6leges a BC-re, és BC || B'C', tehat AD L B'C".
Kovetkeztetésképpen az ABCA A-bol huzott magassaga felezOmerdlegese az
A'B'C' haromszdg B'C' oldalanak. Ugyanezzel a gondolatmenettel mutatjuk ki,
hogy a B-bdl huzott magassag az A'B'C" haromszog A'C’ oldalanak felezémer6le-
gese, és a C-bol hlizott magassag az 4'B'C’ haromszog B'A’ oldalanak felezGme-
rOlegese. Egy haromszdgben a felezomerdlegesek dsszefutd egyenesek, az ABCA
magassagai a felezomer6legeseken vannak, igy 0sszefutoak. Jeldljiik ezt a pontot
H-val, és nevezziik az ABCA ortocentrumanak vagy magassagpontjanak. IZ|

Alkalmazas

1. alkalmazas: Az ABCD paralelogrammaban £ a BC oldal felezépontja, AC N BD = {O} és AC N DE = {P}. Bizo-
nyitsatok be, hogy a BP egyenes tartalmazza a CD oldal felezOpontjat!

Megoldas. Az ABCD paralelogrammaban az AC és BD szakaszok atlok, tehat D F C
felezik egymast, igy a BCDA-ben a CO oldalfelezo. ,
Mivel DE is oldalfelezd, kovetkezik, hogy a P pont a haromszdg sulypontja, 0 P '

tehat a B-bol huzott oldalfelezd tartalmazza a P sulypontot. Ha BP N CD = {F}, oy

akkor a BF oldalfelez6 és F a CD oldal felezopontja. 4 B

2. alkalmazas. Adott az ABCD paralelogramma, ahol AC N BD = {O} és M az AO szakasz felezGpontja.
Az EF egyenes tartalmazza az M pontot €s parhuzamos a BD egyenessel, ahol E€BC, Fe CD.
Bizonyitsatok be, hogy az O pont a CEF haromszog stlypontja!

1. megoldas. A paralelogramma tulajdonsagabol kovetkezik, hogy 40 = CO,

igy A0 =2 - MO, tehat MO:CTM. (1)

Bizonyitanunk kell, hogy CM a CEF haromszogben oldalfelezo.
Legyen EF N AB = {N} és EF N AD = {P}. Az AOBA-ben M az AO E
felezépontja, N € AB és MN || OB. Kovetkezik, hogy N az AB oldal felez6pontja

és MN:%.




Az AODA-ben M az AO felezépontja, P € AD és MP || OD. Kovetkezik, hogy P felezépontja az AD oldalnak és MP
D . .
kozépvonal az AODA-ben, tehat MP = TO Mivel BO = DO, kovetkezik, hogy MN = MP. (@)

NO kozépvonal a BDAA-ben = NO || AD || BC, a feltevés alapjan NE || OB, tehat BENO egy paralelogramma,
ahol EN = BO. Hasonléan a DFPO szemben fekvo oldalai parhuzamosak, igy DFPO egy paralelogramma és
FP = DO, igy kovetkezik, hogy EN = FP. Felhasznalva a (2)-es 0sszefliggést, kovetkezik, hogy EM = FM.

Kovetkeztetésképpen CM oldalfelezé a CEFA-ben, és az (1)-es Osszefiiggésbol y F D c
kovetkezik, hogy az O stlypont ebben a haromszdgben. ~uo--
1. megoldds. A BD egyenessel parhuzamost hiizunk az 4 pontbdl, ami metszi a BC
egyenest X és a CD egyenest az Y pontban. A DAXB és DBAY paralelogrammak

. . B BD
(szemben fekvo oldalaik parhuzamosak). Igy az AOBA-ben MN = 07 = i és az

* Négyszogek

ABXA-ben NE = % = %, tehat ME = %BD. Hasonldéan MF = %BD. igy kapjuk, hogy ME = MF, tehat a CM

oldalfelez6 a CFEA-ben. Felhasznalva az (1)-es 0sszefiiggést, kapjuk, hogy O stulypont a CFEA-ben.

3. alkalmazas. Az ABC haromszdgnek G a stlypontja és P a haromszog egyik belsé pontja, amely kiilonbozik a
G ponttol. Legyen M, N és QO a P pont BC, CA ¢és AB oldalak felezopontja szerinti szimmetrikusa.

a) Igazoljatok, hogy a G pont az APM haromszdgben is stulypont.

b) Igazoljatok, hogy AM, BN és CQ 0sszefutd egyenesek.

Megoldas. a) Legyen A’ a BC oldal felez6pontja. Mivel M a P pontnak az 4’
szerinti szimmetrikusa, kovetkezik, hogy P, A’ és M kollinearisak és PA'= A'M,
tehat 44’ oldalfelezé az APM haromszdgben, igy a G sulypont.

b) Hasonloan, G stlypont a BPN és CPQ haromszogekben. Legyen R az AM
szakasz felezépontja. Ekkor G € PR és PG =2 GR. Legyen S a BN szakasz
felezopontja. Ekkor G € PS és PG =2 GS. Legyen T a CQ szakasz felez6pontja.
Ekkor, G € PT és PG =2 GT. Kovetkezik, hogy R =S =T, tehat az AM, BN, CQ
egyenesek dsszefutdak.

4. alkalmazas. Adott az ABC haromszog ¢és G a haromszog egyik belsé pontja. Igazoljatok, hogy G az ABC
haromszog sulypontja, akkor és csakis akkor, ha az ABG, BCG és ACG haromszogek teriiletei egyenldek.

Megoldds. Eszrevessziik, hogy a feladat szovegében megjelenik az ,,akkor és csakis
akkor” kifejezés, ami arra utal, hogy két implikaciot kell igazolni:

1) Ha az ABC haromszognek G sulypontja, akkor az ABG, BCG és ACG haromszo-
gek teriiletei megegyeznek.

2) Ha az ABG, BCG és ACG haromszogek teriiletei megegyeznek, akkor G az ABC
haromszdg sulypontja.

1) Ha G az ABC haromszog stlypontja és AG N BC = {M}, akkor M a BC oldal fele-

z6pontja. Szerkessziik meg a BD 1 AG és CE 1 AG merdlegeseket, ahol D, E € AG.

Az A H. kongruencia eset alapjan, kovetkezik, hogy BDMA = CEMA, ahonnan
AG-BD AG-CE

BD= CEés Ty = > = > =Tyco -

Hasonlé gondolatmentettel kovetkezik, hogy I’ T, ., tehat T T T

ABG — T BCG® ABG ™ T 4CG ~ T BCG®

T akkor AG-BD _ AG-CE

86~ 1 4ce
2 2

2)Ha T, , vagyis BD = CE és BDMA = CEMA, tehat BM = CM és M a BC

oldal felezOpontja. Mivel a G pont rajta van az AM szakaszon, kovetkezik, hogy G rajta van az AM oldalfelezon.

Hasonloan folytatva a T, =T, . Osszefuggésbdl kovetkezik, hogy G rajta van az ABC haromszog B pontjabol

ABG BCG

\ﬂizott oldalfelezén is, vagyis G az ABCA stlypontja.
12



5. megoldas. Adott az ABCD paralelogramma, ahol az 4 sz6g hegyesszog és BM L AD, M € AD, BN L CD, N € CD.
Tudva, hogy H a BMN haromszog ortocentruma, mutassatok ki, hogy DMHN paralelogramma.

1. megoldas. Legyen MP és NOQ a BMNA magassaga és MP N NQ = {H}. Az MPND P 5
négyszogben MPN< + PND<t = 180° = PMD< + MDN< = 180°, tehat HM || DN. (1) J

Mivel BM L AD és NQ L BM, kovetkezik, hogy AD || NQ, tehat DM || HN. 2) Ot p -y
Felhasznélva a paralelogramma értelmezését, az (1)-es és (2)-es Osszefiiggésbol 0 H
kovetkezik, hogy DMHN paralelogramma. A M D

1. megoldas.

Mivel MP L PN és PN 1 ND kovetkezik, hogy HM || DN.

Mivel NO L BM és BM L AD kovetkezik, hogy HN || DM.
Tehat a HNDM paralelogramma. “"'

' Jegyezd meg! V‘

® J * Azt a szakaszt, amely Osszekoti egy haromszog két oldalanak felezOpontjat, a haromszog

kozépvonalanak nevezziik.

* Egy haromszog két oldalanak felezépontja altal meghatarozott kdzépvonal parhuzamos a
harmadik oldallal és hossza egyenl6 ezen oldal hosszanak felével.

* Egy haromszog oldalfelez6i a G pontban metszik egymast. Ez a metszéspont mindegyik
oldalfelezon kétharmad részre van a cstcstol és egyharmad részre a szemben fekvé oldal
felezopontjatol. A G pont a hdromszog sulypontja.

* Egy haromszog magassagvonalai a H pontban metszik egymast, amit a hdromszdog ortocentru-

~

mdanak vagy magassagpontjanak neveziink. )

Feladat a portfélioba

I. a) Egy megfelel6 méreti papirlap és mértani eszkdzok felhasznalasaval készitsétek el a kovetkezé mértani
alakzatot, kovetve az alabbi utasitasokat.

1) Rajzoljatok egy ABCD paralelogrammat, 5) Huzzatok meg az NG, és MG, szakaszokat!
aminek O a kozéppontja. Huzzatok meg pontozott vonallal az MN

2) Hatarozzatok meg az ABC és ADC harom- szakaszt.
szogek sulypontjat! Jeloljétek ezeket 6) Bizonyitsatok be, hogy az AMCN négyszog
G -gyel, illetve G,-vel. paralelogramma, melynek kdzéppontja

3) Rajzoljatok meg az AM és AN szakaszokat, kozds az ABCD paralelogrammaéval!
ahol {M}=AG,N BC és {N}=CG, N AD. 7) Igazoljatok, hogy G,G,G,G, paralelo-

4) Hatarozzatok meg a DNG, és BMG, harom- gramma, melynek O a kézéppontja!
szogek sulypontjat. Jeloljétek ezeket G,-mal  8) Soroljatok fel az elkészitett rajzon 1€vo
illetve G -gyel! Osszes paralelogrammat!

b) Felhasznalva az elkészitett rajzot, oldjatok N 4
meg a 6), 7) és 8) feladatokat.

sl [ Eondl Etiig 14 2 -

gondolatmenetet!

I1. Bizonyitsatok be, hogy egy haromszog sulypont-

ja megegyezik a csucsainak a szemben fekvo @
oldalak felezOpontja szerinti szimmetrikusaik
Al

CI
c

D
altal meghatarozott haromszog stlypontjaval!

B

* Négyszogek



* Négyszogek

Ismeretfelméro

Hivatalbdl 10 pont jar.
L Az alabbiak koziil valasszuk ki azt a betiit, amely a helyes valaszt jeloli; csak egyetlen valasz helyes.
3 | 1. Az ABCD négyszog A és B szdge potszog, és C<x = 100°. A D szog mértéke egyenlé:
A. 100° B. 90° C. 80° D. 180°
5p |2. Az EFGH konvex négyszogben, EG N FH = {0}, EO az EFH haromszog oldalfelezdje, FO az EFG
haromszdg oldalfelezéje. Egy parhuzamos egyenespar:
A. EOés GF B. FOés HG C. GOés HE D. EFésHG
5p | 3. Az MNPQ négyszogben MN = MQ és PN = PQ. Az MP és NQ egyenesek altal bezart szog mértéke
egyenld:
A, 90° B. 80° C. 120° D. 100°
5p |4. Az ABCD paralelogramma keriilete 54 cm, és 4B = 0,8 - BC. A CD oldal hossza:
A. 15cm B. 12cm C. 13cm D. l4cm
9 |5. A DEF haromszdg egyenld szara, D« = 30°, DE = DF. Az F ponton atmend, DE egyenessel
parhuzamos egyenes metszi a D ponton atmend, EF egyenessel parhuzamos egyenest a P pontban.
A DPF szbg mértéke egyenlo:
A. 70° B. 80° C. 75° D. 8s5°
3 | 6. Legyen LMNP négyszog, melyben LMP<« = MPN<. Az LMN< + MNP< mértéke:
A. 90° B. 120° C. 150° D. 180°
9 | 7. Az ABCD paralelogrammaban AE és BE félegyenesek a DAB< és ABC< szdgfelezéi.
Az AEB< mértéke egyenlo:
A. 60° B. 90° C. 30° D. 120°
5p | 8. Az ABCD paralelogrammaban AC =20 dm, BD =16 dm, BC =6 dm és AC N BD = {O}.
Az ADO haromszog kertiilete egyenlo:
A. 30cm B. 20cm C. 24cm D. 18cm
II. Az alabbi feladatok teljes megoldasat irjatok le!
1. A mellékelt abran az AC szakasz a C kor atmérdje és a BD szakasz a
C kor atmérdje. A két kornek azonos kézéppontja van, ez az O pont.
Igazold hogy:
5p a) AB || CD;
p b) ABC<x = ADC<.
10p | 2. A BCDE paralelogrammaban BC = 2 - CD ¢és M a DE oldal felezopontja. Szamitsd ki a BMC szdg
mértéket.
15p | 3. Az ABC haromszog AB és AC oldalait meghosszabbitjuk a BD illetve CE szakaszokkal ugy, hogy
BD=CE=BC.Az ABC<« és ACB<« szogfelezdi metszik egymast az [ pontban, illetve a BE €s CD
egyenesek metszik egymast az L pontban. Bizonyitsd be, hogy BLCI paralelogramma!
4. Az ABCD paralelogrammaéban AB =4 cm, AB 1 BD és <xBAD = 2<ADB. Az E pont a B pont D sze-
rinti szimmetrikusa és EA N BC = {F7}.
ap a) Hatarozd meg a paralelogramma szogeinek mértékeét.
5p b) Szamitsd ki a paralelogramma keriiletét.
5p ¢) Szamitsd ki a CE és CF szakaszok hosszat!




@3) Sajatos paralelogrammak: téglalap, rombusz, négyzet

(> A téglalap. Tulajdonsagok

* Négyszogek

Emlékeztetd

* Az ABCD négyszog paralelogramma akkor és csakis akkor,ha A<« =C<«x és B« =D «.

* Az ABCD négyszog paralelogramma akkor és csakis akkor, ha az alabbi feltételek egyike teljesiil:
1) A +B<xx =180°¢ésB<x + C«x =180°; 2) Bx +C<«x =180°¢és C«x +D<x =180°%;

3) Cx+Dx =180°¢és D<x + A<« =180° 4) DX + A<« =180°¢és A<« + B =180°.

Fedezziik fel, értsiik meg!

Ertelmezés. Azt a paralelogrammat, amelynek egyik szoge
derékszog, téglalapnak nevezziik.

Azon pontok halmazat, amelyek egy téglalap belsejében

vagy valamelyik oldalan helyezkednek el, téglalap alaku
négyszoglapnak nevezzik.

—

A gyakorlatban nagyon sokszor talalkozunk téglalapokkal és téglalap alakti négyszdglapokkal: egy kdnyv vagy
fiizet lapja, iréasztal, szamitogép vagy mobiltelefon képernydje stb., tehat elég sok okunk van arra, hogy részle-

tesebben tanulmanyozzuk ezt a mértani alakzatot.

A téglalap egy paralelogramma, tehat érvényes rd a paralelogramma osszes tulajdonsdga. Hozzatesziink néhany

sajatos tulajdonsagot.

1. tétel. Egy téglalap minden szdge derékszog.

Bizonyitas. Tudjuk, hogy egy paralelogrammaban a szemben fekvo szogek
kongruensek, illetve az egymas melletti szogek kiegészité szogek. Ha az egyik
sz0g derékszdg, akkor a szemben fekvo szoge is derékszog, és mivel az egymas
melletti szogek kiegészit6 szogek, ezek is derékszogek. Kovetkeztetésképpen
mind a négy sz0g derékszdg, tehat az Gsszes sz0g kongruens.

2. tétel. A téglalap atloi kongruensek.

Bizonyitas. Ha ABCD a téglalap, DABA ¢s CBAA derékszdgli haromszogek,
amelyekben 4D = BC és AB kozos oldal, igy a B.B. kongruencia esetbdl
kovetkezik, hogy a haromszdgek kongruensek. Tehat AC = BD, vagyis az atlok
kongruensek.

3. tétel. Ha egy paralelogramma 4tl6i kongruensek, akkor a paralelogramma téglalap.

D

A

D

A

C

’

B

Bizonyitas: Az ABCD paralelogramma atloéi kongruensek, AC = BD. Ahhoz, hogy kimutassuk, hogy ez egy
téglalap, be kell bizonyitanunk, hogy az egyik szdge derékszog. Ebbdl kiindulva tanulmdnyozunk két olyan
haromszdget, melyek tartalmazzak a paralelogramma atloit. A DABA ¢€s CBAA haromszégekben: AC = BD,

AD = BC és AB koz6s oldal. Az 0.0.0. kongruencia esetbdl kdvetkezik, hogy DABA = CBAA, igy DAB <

CBA <. Ezek a paralelogrammaban egymas melletti szogek, tehat kiegészitd szogek. Mivel ezek kongruensek is,

kovetkezik, hogy derékszogek, tehat a paralelogramma téglalap.



* Négyszogek

Alkalmazas

Emlitést kell tenniink az alabbi tulajdonsagokrol is:

1) A téglalap atloi két szemben fekvo oldallal 4 kongruens szoget alkotnak.
Bizonyitas. Figyeljik meg az AC és BD atlok az AB és CD oldalakkal alkotott D C
szogeit. Az ABDA, BACA, CDBA, DCAA kongruens derékszogii haromszogek,
a B.B. kongruencia eset alapjan, igy ABD <« = BAC<« = CDB<« =DCA «. o
Hasonloan kovetkezik, hogy az AC és BD atlok az AD és BC oldalakkal alkotott
szogei kongruensek: CBD<« = BCA<« = DAC<x = ADB<.

2) Atéglalap atloi az oldalakkal két kongruens, egyenld szarti haromszdgpart alkotnak.
Bizonyitas: Legyen ABCD téglalap. A téglalap atloi kongruensek és felezik egymast, vagyis
AC=BD ¢és AO = BO = CO = DO, ahol az O pont az 4tlok metszéspontja.

Az AO=CO, BO=DO és AOB« = COD <, kovetkezik, hogy AOBA = CODA.

Az A0 = CO, DO = BO és AOD <« = BOC <, kovetkezik, hogy AODA = COBA.

Mivel A0 = BO = CO = DO, kovetkezik, hogy mind a négy hdromszog egyenld szart.

A kapott eredmények alapjan kétféle modszerrel bizonyithatjuk, hogy egy négyszog téglalap:

1) A meghatarozas alapjan: a téglalap egy olyan paralelogramma, amelynek egyik szoge derékszog.

2) 3. tétel alapjan: a téglalap egy olyan paralelogramma, amelynek dtloi kongruensek.

A kovetkez6 alkalmazassal egy tjabb modszert kapunk, amivel megmutathatjuk, hogy egy alakzat téglalap.

Alkalmazas. Ha egy konvex négyszog minden szoge kongruens, akkor az téglalap.

Bizonyitas. Egy konvex négyszog szogei mértékének dsszege 360°. Mivel a négyszog minden szoge kongruens,
és az Osszegiik 360°, kovetkezik, hogy mindegyik szog 90°. A négyszog mindegyik szdge derékszog, igy
barmelyik egymas melletti szoge kiegészitd szog. A négyszog paralelogramma, amelyben az egyik szog
derékszog, kovetkezik, hogy a négyszog téglalap.

' Jegyezd meg!

QJ * Azt a paralelogrammat, amelynek egyik szoge derékszog, téglalapnak nevezziik.
* A téglalap minden szoge derékszog.

* Egy paralelogramma akkor és csakis akkor téglalap, ha az atloi kongruensek.

* Ha egy négyszognek harom szoge derékszog, akkor az téglalap.




n Szerkeszd meg az ABCD téglalapot, amelyben:
a)AB=6 cm, BC=5 cm;
b) AB=8 cm, BD =10 cm;
c)AC =12 cm és ACB<x =30°.
E Bizonyitsd be, hogy egy négyszdg, amelynek
harom szoge derékszog, téglalap.
E Bizonyitsd be, hogy téglalap az a négyszog,
melyben barmelyik sz6g mértéke egyenld
a masik harom sz6g mértékének szamtani
kozepével!
Az ABCD téglalapban AC N BD = {0},
AOD < =60° és AC =24,8 cm.
Szamitsatok ki a BOC haromszog kertiletét!

Az MNPQ téglalap atloi metszik egymast az O

pontban.

a) Ha MOQ < = 72°, szamitsd ki az MON < és
MPQ <« mértékét.

b) Ha MQO < = 26°, szamitsd ki az MOQ < és
MPN < mértékét.

Az OM és ON az AOB <« és BOC« egymas

melletti kiegészitd szogek szogfelezdi. Legyen

BD 1 OM,D € OM és BE L ON, E € ON.

Bizonyitsd be, hogy:

a) BDOE téglalap;

b) OB=DE.

Legyen AD az ABC haromszog magassaga, ahol

D e BC. Legyen E és F a D pont szimmetrikusa

az AB illetve AC oldalak felezopontjara

nézve. Bizonyitsd be, hogy BCFE és ADBE

téglalapok!

Az ABCD téglalapban AB =15 cm, BC =10

cm. Az E és F pont az AB oldalon helyezkedik

el ugy, hogy AE = EF = FB. M a BC szakasz

felezopontja, €s N a CD oldalon helyezkedik el

ugy, hogy DN =2 CN. Bizonyitsd be, hogy:

a) BCNF téglalap;

b) DF 1L FM;

c¢) ha P az M pont szimmetrikusa az N pontra
nézve, akkor DFMP téglalap.

Az MNPQ téglalap atloi az O pontban metszik
egymast, ONP< = 30° és MP =20 cm.
Szamitsd ki:

a) az MON sz0g mértékét;

b) az MN szakasz hosszat.

10, ]

4
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Az ACD egyenl0 szarti haromszogben AB a
CD alaphoz tartozé magassag. Ha £ a C pont
szimmetrikusa az 4B oldal felez&pontjara
nézve, bizonyitsd be, hogy ABDE téglalap.

Az 4, B, C, D, E ebben a sorrendben kollinearis
pontok, és AB=BC=CD = DE. Az M és

N pontok szimmetrikusan helyezkednek el

a C pontranézve, M ¢ AB és AE =2 MN.
Bizonyitsd be, hogy:

a) AMEN paralelogramma;

b) BMDN téglalap.

Adott az ABC haromszdg, amelyben a D pont

a BC oldalon helyezkedik el. A D ponton at az
AB-hez huzott pdrhuzamos az AC egyenest az E
pontban, illetve a D ponton at az AC-hez htuzott
parhuzamos az AB egyenest az F pontban
metszi. Bizonyitsd be, hogy AEDF téglalap,
akkor és csakis akkor, ha BAC< =90°.

Az O kozéppontu és AO = r sugart kor
atmérdje AB. Az AO szakasz felezOmerdlegese
a C és D pontokban, illetve a BO szakasz
felezomerdlegese az E és I pontokban metszi

a kort. Bizonyitsd be, hogy a C, D, E, F pontok
egy téglalap csucsai!

4
v

Adott az ABCD téglalap, amelyben a P pont az
AB oldalon helyezkedik el ugy, hogy CP = AB
€s APD< =5 - (ADP<t). Szamitsd ki a CDP
haromszog szogeinek mértékét!

Adott az MNPQ téglalap, S a P pont szimme-
trikusa az N pontra nézve, OS N MN = {R } ¢és
PRNMQ={T}.

a) Bizonyitsd be, hogy 7S = MN .

b) Ha PR N ON = {4 }, mutasd ki, hogy
AT=2-PA.

9 P
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Rombusz. Tulajdonsagok
” —r D
Fedezziik fel, értsiik meg!

Ertelmezés. Azt a paralelogrammat, amelynek két szomszédos
oldala kongruens, rombusznak nevezzik.

A rombusz egy paralelogramma, kovetkeztetésképpen a

paralelogramma minden tulajdonsaga igaz ra. Ezeket kiegészitjiik

néhany sajatos tulajdonsaggal. B
1. tétel. Egy rombusz minden oldala kongruens.

Bizonyitas. Az ABCD rombusz egyben paralelogramma, a szemben fekvo oldalai kongruensek, tehat 4B = CD
¢s AD = BC. A kiegészito feltétel miatt AB = BC, tehat AB = BC = CD = DA.
Kovetkezik, hogy a rombusznak mind a négy oldala kongruens. D

2. tétel. A rombusz atloi merélegesek egymasra.

Bizonyitas. Vizsgaljuk meg az ABCD rombuszt, ahol AC N BD = {O}. [ 1o

Az 4tloi felezik egymast, tehat O4 = OC. A
Az ABC egyenld szart haromszdgben BO az AC alaphoz tartozo
oldalfelezd, tehat magassag is. Kovetkezik, hogy BO 1 AC, tehat BD 1 AC.

3. tétel. Egy rombusz 4tloi a szogeinek szogfelezdi.

Bizonyitas. Tekintslik az ABCD rombuszt, ahol AC N BD = {O}.
Az ABD egyenld szarti haromszog, az AC egyenes tartalmazza
a BD alaphoz tartoz6 AO oldalfelez6t. Akkor AC tartalmazza a
BAD < szogfelez6jét is, vagyis BAC<«x = DAC<.

Masrészt BACX =ACD <« és DACX =ACB < (bels6 valtoszogek).
A harom kongruenciabol kapjuk, hogy ACB<« = ACD <, vagyis
az AC egyenes tartalmazza a BCD < szogfelezojét is. Hasonloan
bizonyithat6, hogy BD egyenes tartalmazza az ABC <X és ADC <
szogfelezojét.

Alkalmazas

Elégséges feltételek, amelyek alapjan egy négyszdg rombusz.
F: Ha egy négyszdg minden oldala kongruens, akkor az rombusz.
F,: Ha egy paralelogramma 4tl6i merdlegesek egymasra, akkor az rombusz.
F,: Ha egy paralelogramma egyik atloja az egyik szog szogfelezdje, akkor az a paralelogramma rombusz.

Olyan modszereket azonositottunk amelyekkel ki tudjuk mutatni, hogy egy mértani alakzat rombusz:
1) Meghatarozas: A rombusz olyan paralelogramma, melynek két szomszédos oldala kongruens.

2) F, elégséges feltétel (az oldalak hosszara vonatkozik).

3)F, és |, elégséges feltétel (az atlokra vonatkozik).

Feladat a portfélidéba

Miutan megeértettétek az 1., 2. és 3. tétel bizonyitdsanak gondolatmenetét, bizonyitsatok be az F , F, és F,
elégséges feltételeket egy osztalytarsatokkal egyiitt!



1. alkalmazas. Az ABC egyel6 szari haromszdgben AB = AC és M, A4
N, P az oldalak felez6pontja. Bizonyitsatok be, hogy az 4, M, N, P
csucsokkal rendelkezd négyszog rombusz.

* Négyszogek

Megoldas: Legyen M a BC oldal felez6pontja, N az AC oldal felez6pontja, P N
P az AB oldal felez6pontja. Ekkor 4P = % és AN = A_2C Az MN és MP

szakaszok az ABCA kbdzépvonalai, tehat MN = % és MP = % 3 c
Mivel AB = AC, kovetkezik, hogy PA = MP = MN = AN. M
Az F| feltétel alapjan, az ANMP négyszdg rombusz.
D
2. alkalmazas. Az ABCD konvex négyszogben a BD atlo a B< <>

és D szogfelezdje, illetve AC a BD szakasz felezOmerdlegese.
Bizonyitsatok be, hogy ABCD rombusz.

Megoldas. A BD atlé a B« és D« szogfelez6je. Hajlamosak vagyunk 4 ¢
az F, feltételre gondolni. Eszrevessziik, hogy nem tudjuk az ABCD
négyszogrol, hogy paralelogramma-e. Kongruens elemeket keresiink. 4P
A BD atlo a B« és D< szogfelezdje, tehat ABD < = CBD X ¢és B
ADB <« = CDB<, illetve AB k6z0s oldal. A SZ.0.SZ. kongruenciaesetbdl kapjuk, hogy ABDA = CBDA.
Kovetkezik, hogy AB = BC és AD = DC. Mésrészt AC a BD szakasz felezdmerdlegese, igy AB = AD és CB =
= CD, tehat AB = BC = CD = DA, vagyis ABCD rombusz.
' Jegyezd meg!
* Azt a paralelogrammat, melynek két szomszédos oldala kongruens, rombusznak nevezziik.
* Egy négyszog akkor €s csakis akkor rombusz, ha minden oldala kongruens.
* Egy négyszog akkor €s csakis akkor rombusz, ha az atléi merdlegesek egymasra.
» Egy négyszog akkor €s csakis akkor rombusz, ha egyik atldja az egyik szog szogfelezdje.
&
" ) x Gyakorlatok és feladatok
n a) Szerkesszetek egy ABCD rombuszt, n Az ABCD rombusz, és a C ponton keresztill a
amelynek oldala 6 cm. BD egyeneshez huzott pairhuzamos metszi az AB
b) Szerkesszetek egy EFGH rombuszt, egyenest az M pontban, illetve az AD egyenest az
amelyben EG=2 cm és FH=5 cm. N pontban. Bizonyitsatok be, hogy MN=2 - BD.

Ellendrizzétek, hogy az eredmény fennall-e, ha

E Andrea és Csaba a kovetkezo6 parbeszédet
P az ABCD paralelogramma €s nem rombusz.

folytatja a négyszoggel kapcsolatosan:

Az MNPQ paralelogramma, és az M pont
egyenld tavolsagra van az NP, illetve PQ egye-
nesektdl. Mutassatok ki, hogy MNPQ rombusz.
CDEF rombusz, CE N DF = {0},
CO=2,5cm, és EF =5 cm.

a) Hatarozzatok meg a rombusz szdgeinek

Andrea: Barmely rombusz oldalainak
felezépontjai egy téglalap csucsai.
Csaba: Barmely téglalap oldalainak m
felezGpontjai egy rombusz csticsai.
- Kinek van igaza? Indokoljatok a valaszt!
3. |

Az ABCD paralelogrammaban ADB<t = 56° és mértékét.
ACB<x = 34°. b) Szamitsatok ki a CEF és CFD szogek
Igazoljatok, hogy ABCD rombusz. mértékét.



* Négyszogek

Az ABCD paralelogrammaban AB = BD = 10 cm,
E az AD oldal felezépontja és BE N CD = {F7}.
a) Igazoljatok, hogy DC = DF.

b) Szamitsatok ki az AF szakasz hosszat.

Az LMNP rombusz LM oldalan legyen Q egy
pont ugy, hogy PQ 1 LM. Tudva, hogy

LM =16 cm és PQ = 8 cm, hatarozzatok meg a
rombusz szogeinek mértékeét.

Az ABCD téglalapnak O a kdzéppontja. A C
ponton at a BD-hez huzott parhuzamos metszi a
D ponton at az AC-hez huzott parhuzamost az £
pontban. Igazoljatok, hogy CD | OE.

Ha M egy pont az ABCD rombusz egyik atlojan,
hatarozzatok meg a kovetkezo kijelentés
igazsagértékét:

AMB< + CMD< = 180°.

Az ABC haromszdgben B« = 90°, az 4 szog
szogfelezdje metszi a BC egyenest a D pontban,
illetve a C ponton at az AC oldalra huzott mer6-
legest az E pontban. Legyen EF || BC, F € AB.
a) Mutassatok ki, hogy a CDEA egyenl6 szart.
b) Igazoljatok, hogy CDFE rombusz

Négyzet. Tulajdonsagok

Emlékeztetd

m Az alabbi abran egy ovaros alaprajza lathato. A

szakaszok az utcékat, a pontok pedig a turisztikai
latnivalokat jelolik. Matyas az A pontbol indul és
a D, B, F, C latnivalokat latogatja meg, ebben a
sorrendben. Biborka ugyanabbol a pontbdl indul,
¢és meglatogatja a B, G, C nevezetességeket. Az 4,
B, C pontok kollinearisak, AB=2 - BC=1,2 km,
DAE<« = FCG<x = 120°, és az ADBE és BFCG
négyszogek rombuszok.

\

4
N7/
vE

a) Szamitsatok ki a Matyas ¢és Biborka altal
megtett tavot.

b) Hatarozzatok meg a legrovidebb utvonalat,
amellyel Matyas meglatogathatja az
alaprajzon 1év0 0sszes nevezetességet.

téglalap — ha a szogek kongruensek;
rombusz — ha az oldalak kongruensek.

Az el6z6 leckékben a paralelogrammabdl kiindulva, egy-egy feltétellel kiegészitve a kovetkez6 mértani
alakzatokat kaptuk:
1)
2)

Fedezziik fel, értsiik meg!

Feltevodik a kérdés, hogy milyen mértani alakzatot kapunk, ha mindkét feltétel
egyszerre teljesiil. Megrajzolunk egy ilyen négyszdget és azonnal észrevessziik: D ¢

ez a legismertebb konvex négyszog, azaz a négyzet.

Ertelmezés. Azt a konvex négyszoget, amely téglalap is, rombusz is,

negyzetnek nevezziik.

Azon pontok halmazat, amelyek egy négyzet belsejében vagy ) )
valamelyik oldalan helyezkednek el, a négyzetlapnak nevezziik. Al | B

~ //

5 Q
, .

, .

A meghatarozas alapjan a négyzet rendelkezik a téglalap és a rombusz 6sszes tulajdonsagaval.
Szeretnénk meghatarozni néhany sajatos tulajdonsagot. Tekintsiik az ABCD négyzetet, ahol AC N BD = {O}.



Tulajdonsag Bizonyitas: DY e 3
) ) T,: ABCD négyzet, kovetkezik, hogy 4BCD rombusz (,E,
T Anegyzgt mmder} oldala és téglalap. Mivel ABCD rombusz, tudjuk, hogy ? &
illetve mm’den Sz0ge kong- AB = BC = CD = AD (minden oldala kongruens), .
mens (derkszogek). illetve ABCD téglalap, teht A% = B% = C& = D S
(minden szdge kongruens). A 5 B
T,: A négyzet 4tloi T,: ABCD négyzet, kovetkezik, hogy ABCD rombusz és téglalap. Mivel ABCD
kongruensek és téglalap, ezért az atlok kongruensek, AC = BD, illetve ABCD rombusz,
merdlegesek egymasra. amibol kovetkezik, hogy az atlok merdlegesek egymasra, AC L BD.
T,: Ha ABCD négyzet, kovetkezik, hogy ABCD rombusz, igy az atlok
ogfelezOk: 4 € =4 % és Cx=C,&, 4B =<4B, ¢és
T,: A négyzet atli a sch:Igze gzo{ ! e 2 ! 2
.. . .. e 1 - 2 .
pzozE e aos oot Megjegyzés. A négyzet atloi az oldalakkal 45°-0s szdget zarnak be.
T,: Anégyzet atloi felezik T,: Ha ABCD négyzet, kovetkezik, hogy ABCD paralelogramma, ¢s atloi
egymast és négy kongruens felezik egymast: O4 = OC és OB = OD. A T, tulajdonsag alapjan kovet-
szakaszt hataroznak meg. kezik, hogy 04 = OB = OC = OD.

A fentiekbol kovetkeztetiink azokra az elégséges feltételekre, amelyek alapjan egy konvex négyszog négyzet.
F : Ha egy négyszog tég'lalap“és rom!ausznls, akkor az n’égyzet.

,: Ha egy rombusz egyl.k sz0ge derékszog, akkor az négyzet.

,- Ha egy rombusz atloi kongruensek, akkor az négyzet.

,. Ha egy téglalap atloi merblegesek, akkor az négyzet.

;- Ha egy téglalap két szomszédos oldala kongruens, akkor az négyzet.

.. Ha egy paralelogramma ket szomszédos oldala €s ket szomszédos szoge kongruens, akkor az négyzet.

.- Ha egy pflralelogrammfl ei,t.161 merc’il'eges?k ’egymééra, és k”c?ngruensek, alfkor az négyzet.

.. Ha egy téglalap egyik atloja az egyik szogének szogfelezdje, akkor az négyzet.

e e NesResNesNes!

Alkalmazas D C
1. alkalmazas. Bizonyitsatok be az F_ -et: ha egy paralelogramma atloi 9
kongruensek, és mer6legesek egymasra, akkor az négyzet. SN
Bizonyitas. Vizsgaljuk az ABCD paralelogrammat! Mivel AC = BD, kdvetke-

zik, hogy ABCD téglalap. Mivel AC 1 BD, kovetkezik, hogy ABCD rombusz. 4 B

Tehat ABCD téglalap is, rombusz is, vagyis négyzet.

Feladat a portféliéba

Bizonyitsatok be két masik elégséges feltételt egy osztalytarsatokkal egyiitt.

2. alkalmazas. Az ABCD paralelogrammaban jeldljiik az AB, BC, CD és DA szakaszok felezOpontjait
A', B', C" illetve D'-tel.
1) Bizonyitsatok be, hogy az 4'B'C'D' paralelogramma!
2) Keressetek olyan feltételeket, amelyeket az ABCD kell teljesitsen ahhoz, hogy A'B'C'D":
a) téglalap legyen; b) rombusz legyen; c) négyzet legyen.



* Négyszogek

Bizonyitas.

1) Az A'B'C'D' négyszog oldalai 6sszekotik az 4B, BC, CD és AD
oldalak felezOpontjait, ezért a kozépvonalakat juttatjadk esziinkbe.
Megrajzoljuk az AC ¢és BD 4atlokat. Az ADBA-ben az A'D’
koézépvonal parhuzamos BD-vel és egyenld a BD hosszanak felével.
Az CDBA-ben a B'C' kdzépvonal parhuzamos BD-vel és egyenld a
BD hosszanak felével. Tehat, az A'B'C'D' négyszogben két szemben
fekvO oldal parhuzamos és kongruens. Ebbdl kovetkezik, hogy
A'B'C'D' paralelogramma.

2) a) Ahhoz, hogy A'B'C'D’ téglalap legyen, paralelogramma kell
legyen (amit mar bizonyitottunk), és a szomszédos oldalak
merdlegesek kell legyenek egymasra. Mivel az A'B'C'D' négyszog
oldalai parhuzamosak az ABCD négyszog atldival, teljesil az a
feltétel is, hogy ezek merdlegesek egymasra. Kovetkeztetésképpen,
ahhoz, hogy A'B'C'D' téglalap legyen, sziikséges ¢€s elégséges, hogy
az ABCD négyszog atloi merdlegesek legyenek egymasra.

b) Ahhoz, hogy A'B'C'D' rombusz legyen, paralelogramma kell
legyen (ez teljesiil), és a szomszédos oldalak kongruensek kell
legyenek.

Mivel A'B"'=C'D' = A_2C és B'C'=A'D' = % , kovetkezik, hogy

A'B'C'D'" akkor rombusz, ha AC = BD, vagyis ha az ABCD négyszog

atloi kongruensek.

c) Mivel a négyzet egyidejiileg téglalap is, rombusz is, elegendd, ha D

a b) és c) alpontokban 1évé feltételek teljesiilnek. fgy kovetkezik,

hogy A'B'C'D' akkor négyzet, ha ACLBD ¢és AC = BD, vagyis az D i c

ABCD négyszog atldi merdlegesek egymasra és kongruensek.
Tudtatok, hogy...?
Azt a négyszoget, melynek atloi merSlegesek egymasra, ortodiagondlis A~/ - oc
négyszognek nevezzik. A’ B

B

' Jegyezd meg!
?) 1) Minden négyzet paralelogramma. Tekintsiik a kovetkez6 halmazokat:

2) Minden négyzet téglalap. A = a sikbeli paralelogrammak halmaza;
3) Minden négyzet rombusz. B = a sikbeli téglalapok halmaza;

C = a sikbeli rombuszok halmaza;

D = a sikbeli négyzetek halmaza.

B
DD - Akkor:
a)DcC,DcB,D c4;
, b) Cc A4,Bc 4;

c)BNC=DésANBNC=D.




&

J O Gyakorlatok és feladatok

a) Beosztasos vonalzo és korzo segitségével szer-
kesszetek egy 4 cm oldalhosszusagu négyzetet.
b) Beosztasos vonalzo és szogmérd segitségével
szerkesszetek egy 0,6 dm oldalhosszsagu négy-
zetet.

a) Szerkesszetek egy 48 cm keriilet{i négyzetet.
b) Szerkesszetek egy 80 mm atloju négyzetet.

Az ABC és DBC egyenl6 szari derékszogili ha-
romszogeknek a BC kdzos atfogoja. Igazoljatok,
hogy ABDC négyzet.

Bizonyitsatok be, hogy egy négyzet oldalainak
felez6pontjai egy masik négyzet csticsai lesznek.

Az ABCD négyzetben az atlok metszik egymast
az O pontban. Mutassatok ki, hogy az 40, BO,
CO ¢és DO oldalak felezépontjai egy négyzet
csucsai.

Az ABCD rombuszban az 4 és C szogek kiegé-
szitd szogek. Igazold, hogy ABCD négyzet.

Az ABCD téglalap AC atldjan legyen P egy pont
ugy, hogy PB = PD, P ¢ BD. Bizonyitsatok be,
hogy ABCD négyzet.

Bizonyitsatok be, hogy ha egy téglalap egyik
oldalanak hossza szamtani kozéparanyosa a
masik harom oldal hosszanak, akkor ez a téglalap
négyzet.

Az ABCD négyzetben a BAC& és CADX

szogfelez6i metszik a BC és CD oldalakat az £

illetve F pontban.

a) Szamitsatok ki az AEF haromszdg szogeinek
mértékét.

b) Mutassatok ki, hogy EF || BD.

Az ABCD téglalap kiilsé tartomanyaban meg-

szerkesztjik az ABE és CDF egyenld szart

derékszogl haromszogeket, ahol AE = BE, CF =

DF. Legyen AE N DF = {M} és BE N CF = {N}.

a) Bizonyitsatok be, hogy MENF négyzet.

b) Igazoljatok, hogy AC, EF és MN 0&sszefutd
egyenesek.

Az A pont a BC szakasz egyik bels6 pontja; a BC
egyenes egyik és masik oldalan megszerkesztjiik
az ABDE illetve ACFG négyzeteket.
a) Mutassatok ki, hogy BG = CE ;
b) Szamitsatok ki az —, arany értékét, ha

BG || CE.

EEA Azibrin ABCD és AEFG % ¢
négyzetek. Bizonyitsatok be,
hogy: G F

a) 4, F, C kollinearis

pontok;
° S —
b) GE és BD parhuzamos A E B

egyenesek.

Az A pont a BC szakasz bels6 pontja; a BC

egyenes ugyanazon oldalan megszerkesztjiik az
ABDE illetve ACFG négyzeteket.
a) Igazoljatok, hogy BE || AF és BE 1 CG.

b) Szamitsatok ki az —— arany értékét, ha
CGD <« =90°.
Az MNPQ paralelogrammaban az M és N szo-

gek szogfelez6i az 4 € PO pontban metszik egy-
mast, a P és Q szogek szogfelez6i pediga B € MN
pontban metszik egymast.

Legyen MA N BQO = {C} és AN N BP = {D}.
Tudva, hogy ACBD négyzet, szamitsatok ki az

MN
M szdg mértékét és az NP arany értékét.
Az ABCD négyzet belsejében megszerkesztjiik

a CDE egyenl6 oldali haromszdget, a kiilsd
tartomanyaban pedig a BCF egyenld oldala
haromszdget.

D C

E-)/ P

A B

a) Mértani eszk6zok hasznalataval készitsétek el
a rajzot a fiizetetekben.

b) Szamitsatok ki a DEF szog mértékét.

c) Igazoljatok, hogy A4, E és F' kollinearis pontok.

d) Egészitsétek ki a rajzot az ACR egyenld olda-
14 haromszoggel tigy, hogy az F és R pontok
az AC egyenes ugyanazon oldalan helyezked-
jenek el.

e) Bizonyitsatok be, hogy CERF négyzet.

* Négyszogek



* Négyszogek

Ismeretfelméro

Hivatalbdl 10 pont jar
L Az alabbiak koziil valasszatok ki azt a betiit, amely a helyes valaszt jeloli; csak egyetlen valasz helyes.
p | 1. Az ABCD téglalapban DAC<t =2 - ABD < és AD =3 cm. A BD 4tl6 hossza:
A. 12cm B. 6cm C. 3cm D. 9cm
p | 2. A CDEFrombusz, ahol CENDF = {0}, CDE<x =120° és DO =4 cm. A rombusz oldalainak hossza:
A. 12cm B. 4cm C. 8cm D. 6cm
5p |3. Egynégyzet keriilete 64 cm. A négyszog kozéppontjanak az egyik oldaltdl mért tavolsaga:
A. l6cm B. 32cm C. 12cm D. 8cm
5p | 4. Az MNPQ téglalapban MP N NQ = {0}, <MON = 120° és NO = 20 cm. Az MOQA keriilete:
A. 50cm B. 30cm C. 45cm D. 25cm
9 |5. A DEFG rombuszban DM az FDG <« szdgfelezdje és M € FG.
Tudjuk, hogy DMF <« = 123°. A DEF <« mértéke:
A. 108° B. 104° C. 100° D. 96°
5p | 6. Az M és N pont az ABCD négyzet BC és CD oldalain helyezkedik el tigy, hogy az AMN haromszog
egyenld oldalu legyen. Az AMC <« mérteke:
A. 105° B. 90° C. 75° D. 135°
5p | 7. APés Qpontaz ABCD rombusz AB és CD oldalanak felezépontja ¢s BPDQ téglalap.
A BOP < mértéke:
A. 60° B. 90° C. 45° D. 30°
5p | 8. Az ABC egyenld szar derékszogi haromszogben AB = 10 cm és a P pont a BC atfogon helyezke-
dik el. Legyen PM 1| AB,M € ABés PN L AC, N € AC. Az AM + AN 06sszeg egyenlo:
A. 20 cm B. 15cm C. 10cm D. Scm
II. Az alabbi feladatokhoz teljes megoldas sziikséges.

1. Az A, B, E ebben a sorrendben kollinearis pontok és 4B =2 - BE. Az AE egyenes ugyanazon
oldalan megszerkesztjilk az ABCD és BEFG négyzetet, ahol AC N BD = {0} és M a DF szakasz
felezépontja. Bizonyitsatok be, hogy:

5p a) DBF<« =90°;
5p b) BDI CF;
5p ¢) A, O és M pontok kollinearisak.
10p | 2. A mellékelt abran egy négyzet alaku szényeg lathatd, az ABE D C
és CDF haromszdgek egyenld oldaltiak és AE N DF = {M}, £
BEN CF={N}.
Bizonyitsatok be, hogy EMFN rombusz. M N
A F B
15p | 3. Az alabbi dbran egy épiilet falara elhelyezett harom téglalap alakt X

reklamtabla lathatd. A legkisebb tabla méretei x és y méter, ahol y
x,y € N, x > y. A masik két tdbla mindegyikének méretei a foléje
helyezett tabla méreteinek kétszerese. A reklamtablak egylittes

konttirhossza 30 m. Hatdrozd meg annak az épiiletnek a minimalis
magassagat, amelyre a harom reklamtabla felszerelhetd.




[44) Atrapéz: osztalyozas, tulajdonsagok. A trapéz kdzépvonala

* Négyszogek

Fedezziik fel, értsiik meg!

1. meghatdrozas. Trapéznak nevezziik az olyan konvex négyszoget, amelynek két szemben fekvo oldala
parhuzamos, a masik kett6 pedig nem.

Megnevezzik az ABCD trapéz elemeit:

Dy  C
Az AB ¢és CD parhuzamos oldalakat a trapéz alapjainak nevezziik. I
Ha AB > CD, akkor AB a nagyalap és CD a kisalap. l é
Az AD ¢s BC nem parhuzamos oldalakat a trapéz szdrainak nevezzik. :
Az AC és BD szakaszokat a trapéz atléinak nevezziik. r—|
A I — B

A két alap kozotti tavolsagot a trapéz magassdganak nevezziik.
Ha DE | AB, E € AB, akkor DE a trapéz magassaga.

Megjegyzés. A ,,magassag” kifejezést fogjuk hasznalni arra a szakaszra, amely 6sszekoti az egyik alap egy pontjat,
(altalaban a trapéz csucsat) az ebbdl a pontbol a masik alapra bocsatott merdleges talppontjaval.
A trapéz szarai alapjan kiemeliink két sajatos esetet:

1) Ha egy trapéz egyik szara merdleges az 2) Ha egy trapéz szarai
alapra, akkor a trapézt derékszogiinek kongruensek, akkor a trapézt
nevezzik. egyenlo szarunak nevezzik.
D] C D C
NS =
A B A/ B

Megjegyzés. A meghatarozas szerint egy konvex négyszog trapéz, ha bebizonyitjuk, hogy:

1) két szemben fekvo oldala parhuzamos 2) a masik ket oldala nem parhuzamos.

Egy trapéz nem parhuzamos oldalai és 4tloi az alapok szel6i. Mivel az alapok parhuzamosak, adodnak a kdvetkezo
tulajdonsagok:

T,: Egy trapéz széarain 1év0 bels6 szogek kiegészité szogek.

Bizonyitas. Tekintsiik a BC oldalt az AB és CD parhuzamos

egyenesek szeldjének. Mivel AB || CD, illetve ABC <« és DCB <

a szelé ugyanazon oldalan 1évo bels6 szogek, kdvetkezik, hogy A B
kiegészitdszogek, igy ABC <« + DCB< = 180°. E'
Hasonldan bizonyitjuk, hogy BAC <« + CDA < = 180°.

T,: Egy trapéz atloi az alapokkal kongruens szdgparokat D C
alkotnak.

Bizonyitas: AC a trapéz alapjainak szeldje.
AB|| CD, DCA< és BAC< belsd véltoszdgek, tehat 4L B
DCA <« = BAC<. Hasonldan bizonyitjuk, hogy CDB <« = ABD <.




* Négyszogek

Alkalmazas

Mivel az egyenld szart trapéz rendelkezik kongruens szarakkal, rendelkezik sajatos tulajdonsagokkal is.

1. tétel. Az egyenl6 szaru trapéz alapon fekvo szdgei kongruensek.

Bizonyitas: Kimutatjuk, hogy az A< és B az ABCD egyenlé szart
trapézban kongruensek. Legyen DE | AB és CF 1. AB gy, hogy E, F € AB. ’
A DCFE négyszog minden szoge derékszog, igy téglalap. A szemben fekvo |
szogei kongruensek, példaul DE = CF . |
Eszrevessziik, hogy az ADEA és BCFA derékszogii haromszogek, ahol az r |

atfogdk AD = BC (a trapéz szarai kongruensek) és a befogok DE = CF Al [E F[T \B
(a fentiekben bizonyitottuk).

Az A.B. kongruencia esetbdl kapjuk, hogy a haromszogek kongruensek, és ebbél kovetkezik, hogy DAB<« =
CBA <. Mivel ADC<« és DAB<, illetve BCD< és CBA<X kiegészitd szdgek (trapéz szarain 1évo szogek) kapjuk,
hogy ADC<« = DCB <.

Megjegyzés. A gondolatmenet alapjan azt is megtuduk, hogy AE = BF és DC = EF. Ebbol kdvetkezik, hogy

egy egyenld szarl trapézban a magassagok talppontjai, amelyeket a kisalap csticsabol a nagyalapra haztunk, a
nagyalapon az AE, EF, FB szakaszokat hatarozzak meg, ugy, hogy AE = BF és DC = EF' .

D, C

2. tétel. Az egyenld szarh trapéz atloi kongruensek.

Bizonyitas. Meghtizzuk a trapéz AC és BD atloit, majd megfigyeljik a DABA

€s CBAA-ben, hogy: AD = CB, AB kozos oldal és az 1. tételbdl kovetkezik, D C
hogy, DAB <« = CBA< . Az O.SZ.0. kongruenciaeset alapjan a két haromszog

kongruens, tehat AC = BD.

Az 1. illetve 2. tétel forditott tétele is igaz, és elégséges feltétel ahhoz, hogy

egy trapéz egyenld szaru legyen.

F : Ha egy trapéz alapon fekvo szogei kongruensek, akkor az egyenld szaru. A B
F,: Ha egy trapéz atloi kongruensek, akkor az egyenld szart.

Feladat a portfélioba

Felhasznalva az 1. tétel €s 2. tétel jeldléseit, bizonyitsatok be egy osztalytarsatokkal kozosen az F, €és F,
elégséges feltételeket!

1. alkalmazas. Egy trapéz akkor és csakis akkor egyenld szart, ha az alapok felezomerdlegesei egybeesnek.

Megoldas: Tekintslik az ABCD trapézt, ahol AB és CD alapok. Vegylik észre, hogy két feltételezést kell

bizonyitani:

1) Ha ABCD trapéz egyenl0 szart, akkor az alapok felezémer6legesei
egybeesnek.

2) Ha az ABCD trapézban az alapok felezomerdlegesei egybeesnek, akkor a
trapéz egyenld szaru.

1) Tekintsiik az ABCD egyenl0 szart trapézt. Legyen E az AB szakasz
felez6pontja és d a AB alap felezémer6legese. Mivel AB || CD, igy d L CD.
A kovetkez0 bizonyitas az, hogy a d egyenes a CD alap felezOmerdlegese
is. Elégséges, hogy kapjunk egy pontot a d egyenesen, amely egyenlo
tavolsagra van a C és D pontoktol (kisalap végpontjaitol). Az AEDA és BECA-ben: AE = EB (E szerkesztés
alapjan felezépont); 4D = BC (egyeld szart trapéz); DAE <« = CBE <« (egyenld szaru trapéz alapjan fekvo
szogek). Az O.SZ.0. kongruenciaeset alapjan kapjuk, hogy AEDA = BECA, tehat ED = EC.

Ha {F} =d N CD, akkor EF a CED egyenl0 szart haromszog alapjahoz tartozé magassag, igy d a DC
szakasz felezémerdlegese is.

A




2) Tudjuk, hogy ABCD trapéz, és hogy AB és CD az alapok felezémerblegesei D F C
egybeesnek. Bebizonyitjuk, hogy a trapéz egyenl6 szaru vagyis, hogy a X /
nem parhuzamos oldalai kongruensek. Jeloljiik £ és F pontokkal az AB, \
illetve DC alapok felez6pontjait. Az AEDA és a BECA-ben: AE = BE (EF \
felezémerdlegese az AB-nek); DE = CE (EF felezdmerdlegese a CD-nek); y \V/ B
AED <« = BEC<x (AED <« = EDC< mivel belso valtoszogek és AB || CD, —H E \\\

DE szeld; EDC<« = ECD < az ECD egyenl szarti haromszdg alapon fekvo
szdgei; ECD < = BEC <, mivel belsé valtoszogek és AB || CD, CE szel6).

Az O.SZ.0. kongruencia eset alapjan kovetkezik, hogy a két haromszdg kongruens és a megfeleld elemek

kongruensek. Példaul AD = BC, amibdl kdvetkezik, hogy a trapéz egyenld szaru.

Megjegyzés. A fentiekbdl kimutattuk, hogy: egy trapéz egyenlé szaru, akkor és csakis akkor, ha az alapok

felezbpontjait dsszekéto egyenes pontosan az alapok felezomerdlegese.

* Négyszogek

2. értelmezés. A trapéz nem parhuzamos oldalainak felezopontjait 6sszekoto szakaszt a trapéz
kozépvonalanak nevezziik.

A kovetkez0 tétel a kozépvonal két fontos tulajdonsagat mutatja.

3. tétel. A trapéz kozépvonala parhuzamos az alapokkal és hossza az alapok hosszanak félosszegével egyenld.

EEEE

Bizonyitas. A haromszog két oldalanak felezopontjat 6sszekotd szakaszt a D C
haromszdg kdzépvonalanak nevezziik. Parhuzamos a harmadik oldallal, és hossza
egyenl6 a harmadik oldal hosszanak a felével.

Az ABCD trapézban jeldljiik az AD és BC nem parhuzamos oldalak felezépontjait
E, illetve F pontokkal.

Jeloljik az AC atlo felezépontjat G-vel. Ekkor EG az ADCA kozépvonala és GF az
ABCA kozépvonala.

Ebbdl szarmazik, hogy EG || DC és GF || AB, de AB || CD (trapéz alapjai), tehat GE || AB || GF. A G ponton
keresztiil egyetlen parhuzamos egyenes huzhato 4B-vel (parhuzamossagi axioma), kovetkezik, hogy F, G, F
kollinearisak és EF || AB || DC.

E . F
B

CD AB
A haromszog kézépvonalanak hossza: EG = - és GF = - Osszeadva EF = EG + GF = M

Megjegyzés. Egy trapéz kdzépvonalanak hossza egyenl6 az alapok hosszanak szamtani kozepével.

2. alkalmazas.

1) Egy trapéz atloinak felezOpontja a trapéz kozépvonalan talalhatd és a trapéz
kozépvonalabdl az atlok altal kimetszett szakasz hossza a trapéz alapjai hosszanak
félkiilonbségével egyenld.

2) Ha egy konvex négyszog egyik atlojanak felezopontja két szemben fekvo oldal
felezOpontjait 6sszekotd szakaszon helyezkedik el, akkor a négyszog trapéz.

Megoldas.

1) ABCD trapéz (4B || CD és AB > CD), E-vel és F-fel jeldltiik az AD illetve BC oldal felezépontjat, G-vel és
H-val jeloltiik az AC, illetve BD 4tlo felezépontjat. Az ADC és ABC haromszogekben alkalmazva a kdzépvonal
parhuzamossagat kovetkezik, hogy GE || CD || 4B || GF. A parhuzamossagi axioma azt mondja ki, hogy a G
ponton keresztiil egyetlen 4AB-vel parhuzamos egyenes hlizhato, tehat GE és GF egybeesnek vagy G € EF.

Hasonléan mutatjuk ki, hogy a BD felezOpontja, vagyis H, az EF szakaszon helyezkedik el. Mivel EF a

trapéz kozépvonala, ezért parhuzamos az alapokkal, vagyis GH || AB || DC. Az ADCA és BDCA, haromszogek

D
kozépvonalara teljesiil, hogy: EG = TC = HF.

Kiszamitjuk a GH szakasz hosszat: GH = EF — EG — HF = AB+CD ; D_ % - % = A5 ; — : /
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* Négyszogek

2) ABCD konvex négyszog, jeloljik £ és F ponttal az AD, illetve BC oldal felezépontjat, G-vel az AC 4tlo
felez6pontjat. Tudjuk, hogy G az EF szakaszon helyezkedik el. Ekkor EG az ADCA, kdzépvonala és GF az
ABCA kdzépvonala. Kévetkezik, hogy GE || CD és GF || AB, viszont G, E, F kollinearisak, igy AB || CD (két
kiilonboz6 egyenes, amelyek parhuzamosak egy harmadikkal, egymassal is parhuzamos).

3. alkalmazas. Ha egy egyenld szara trapéz atloi merdlegesek egymasra, akkor a magassag hossza egyenld a
kézépvonal hosszaval.

1. megoldas. Legyen ABCD konvex négyszdg és M, E, N, F az oldalak felezSpontjai, D F C
ahogy az abran is lathato. Tudjuk, hogy egy konvex négyszog oldalainak felezépontjai
meghataroznak egy paralelogrammat. A mi esetiinkben MENF paralelogramma ¢és

ME = % , EN = A—ZC, BD = AC, tehat MENF rombusz. Mivel ME || BD, EN || AC és
BD 1 AC, igy ME 1 EN és MENF négyzet, tehat atloi kongruensek, EF = MN.
Mivel a trapez egyenl6 szara, kovetkezik, hogy EF magassag (az OABA, OCDA egyenlé E B

szartak és az OF illetve OM oldalfelezok magassagok is €s a tartoegyenesei megegyeznek).
Kovetkezésképpen EF a trapéz magassaga, illetve MN a kézépvonala és EF = MN.

D F C
II. megoldds. Legyen ABCD egyenld szar trapéz ugy, hogy AB || CD és AD = BC illetve
O az atlok metszéspontja. Az O.0.0. kongruencia eset alapjan kapjuk, hogy ABD és BAC
haromszdgek kongruensek (4B = BA, BD = AC, AD = BC), igy OBA<« = OAB<«. Mivel
AC 1 BD, kovetkezik, hogy 40 1L BO és AOB egyenl6 szaru derékszogii hdromszog. by I3 B

Megszerkesztjiik az OF 1 AB, E € AB és OE N CD = {F}. Az OF szakasz az AOB

haromszog atfogdjahoz tartozo oldalfelezd, tehat OF = % Hasonléan, COD egyenl6 szaru derékszogli
AB+CD

haromszog és OF = % Mivel EF a trapéz magassaga, kovetkezik, hogy EF = OF + OF = ami a
trapéz kozépvonalanak hossza.
&
| ) o Gyakorlatok és feladatok
n Rajzolj mértani eszkdzok segitségével egy B a) Szerkessz mértani eszk6zok segitségével egy
MNPQ konvex négyszoget, amelyben: EFGH trapézt, melyben EF || GH, E< =70°
MNP < =105°, NPQ <« =75° és POM < = 135°. s Fa <500
Egészitsd ki a mondatokat ugy, hogy az allitas e T
igaz legyen: b) Masold le a fiizetbe a mondatokat, majd egé-
p,: Az MNPQ konvex négyszog egy ... . szitsd ki ugy, hogy az allitas igaz legyen:

D,: Az MN és PQ szakaszokat ... nevezziik.
D, Az NP és MQ szakaszokat ... nevezziik.
p,: Az MP és NQ szakaszokat ... nevezziik.

p,: A trapéz nagyalapja ... .
p,: A trapéz kisalapja ... .

: A G sz0g mértéke ... .
E Az abran az a és b egyenes parhuzamos. Ps 8

Masold le a fiizetbe a mondatokat, majd
egészitsd ki gy, hogy az allitas igaz legyen. EEN Szerkeszd meg az [JKL derékszogi trapézt,
a 4 13 B amelyben /< =L« =90°, IJ=8 cm, J< =60°,

b o

a) Ird le a szerkesztés lépéseit.

p,: A H szog mérteke ... .

p,: Az ABEC konvex négyszog ... .
p,: Az ACDB konvex négyszog ... . b) Nevezd meg a trapéz alapjait €s szarai!



B Szerkeszd meg az ABCD egyenld szarQ trapézt,
amelyben 4 <« = B« =60°, AB =10 cm,
BC=5cm.

a) Ird le a szerkesztés 1épéseit.

b) Nevezd meg a trapéz alapjait €s szarait!

Az abran egy ABEF téglalap lathato.

Nevezz meg két trapézt és azok kdzépvonalat.

F 1 E
4 5 K 4[)
G ~J !
H ~_/ C
A B

a) Szamitsd ki az MNPQ trapéz szogeinek
mértékét tudva, hogy egyidejiileg teljesiilnek
a kovetkezok:

M< + N« + P«=320°,

Ox +P<x=180°Px =2 - M<.

b) A fenti adatoknak megfeleléen, mértani esz-
kozok segitségével készits egy abrat.

Szamitsd ki az ABCD egyenl0 szaru trapéz

szogeinek mértekét a kovetkezd esetekben:

a) A< =55°és AB || CD;

b) A<« =B« és Cx + D<x =260°.

Adott az ABCD egyenl0 szaru trapéz, amelyben

A<« =3-CxésCx=D<«.

a) Hatarozd meg a trapéz alapjait.

b) Szamitsd ki a trapéz szogeinek mértékét.

¢) Igazold, hogy az AD és BC egyenesek merdle-
gesek egymasra!

Az MNPQ négyszogben MN || PO, MO |{ NP,

MQ = NP ¢és MP N NQ = {O}. Hatdrozd meg a

kovetkezo kijelentések igazsagértékét:

a) MN = PQ;

b) MP = NQ,;

c) NMQO < = MNP <«

d) NMQO<« = NPQO«;

e) MNP« + MOP <« = 180°;

f) MO = OP;

g) OP = 00;

h) MONA egyenl§ szaru.

Adott a CDEF trapéz, melyben CD || EF, M a

CD oldal felezépontja és ME = MF.

Mutasd ki, hogy CDEF egyenl6 szara trapéz!

Az ABCD trapéz alapjai AB és CD, AC a BAD

sz0g szogfelezoje és BD az ABC szdg szogfele-

z6je. Bizonyitsd be, hogy AC = BD.

Az MNPQ konvex négyszogben az M szog

mértéke 68° és az N sz0g mértéke 112°,

Mutasd ki, hogy MNPQ trapéz vagy paralelog-

rammal

Az ABCD egyenlé szar trapéz, ahol AB || CD

és AC N BD = {0}. Igazold, hogy:

a) az AOB ¢és COD egyenl6 szart haromszogek;

b) az AOD és BOC kongruens haromszogek.

g & B H
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&

Egy derékszogli trapéz egyik szogének mértéke
72°. Hatarozd meg a trapéz tobbi szogének mér-
tékeét!
Adott az ABCD derékszdgl trapéz, amelyben
A<« =D<x =90° 4B < CD, és BCD egyenld
szaru haromszdg. Szamitsd ki az ABC, BCD,
CDB szdgek mértékét!
MNPQ egy derékszogli trapéz, MN || PQ,
M<x =90°, MN =14 cm, MO == QP =6 cm.
Szamitsd ki a PN oldal hosszat!
A TRAP trapézban TR || AP, TR > AP,
PTR <« =90°, és TPA illetve TAR egyenlo szara
haromszog. Szamitsd ki a trapéz szogeinek
mértékét, minden lehetséges esetet targyalva!
Tekintsiik az ABCD konvex négyszdget, mely-
ben A<« =D<« =90°, AB > CD. P a BC oldal
egy pontja ugy, hogy BP = AB és CP = CD.
Szamitsd ki az APD <« mértékét!
Az MNPQ trapéz alapjai MN és PQ gy, hogy
MN =2-PQ és M« =90°. Legyen PE L MN,
E € MN és PE N NQ = {R}. Bizonyitsd be, hogy:
a) PR = RE;
b) Ha MR N QF = {G}, akkor G az MNQ ha-
romszog sulypontja.
Adott az ABCD trapéz, amelynek nagyalapja
AB. Jeloljiik az AD oldal felezépontjat M-mel és
a BC oldal felezépontjat N-nel.
a) Szamitsd ki az MN szakasz hosszat,
haAB=13cm, CD=9 cm.
b) Szamitsd ki a CD, szakasz hosszat,
ha AB=16 cm, MN = 10 cm.
Az ABCD trapézban AB || CD, E és F az AD
illetve BC oldal felezOpontja. Tudva, hogy
AEF <« =127° és CFE< = 54°, szamitsd ki a
trapéz szogeinek mértékét!
Az MNPQ trapézban MN || PO, A az MQ oldal
felez6pontja, B az AM szakasz felezGpontja,
illetve C € PN ugy, hogy CP=CNés D € CN
ugy, hogy CD = ND.
a) Készits egy rajzot a fenti adatoknak megfe-
lel6en.
b) Ha MN = 8 cm és PQ = 2 cm, szamitsd ki a
BD szakasz hosszat!
Az EF szakasz az ABCD trapéz kozépvonala,
E € AD és F € BC. P az E pont F szerinti szim-
metrikusa. Bizonyitsd be, hogy:
a) CP = BE és CE || BP;
b) EP=A4B + CD.

* Négyszogek
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Ismeretfelméro

Hivatalbdl 10 pont jar.
L Az alabbiak koziil valasszatok ki azt a betiit, amely a helyes valaszt jeloli; csak egyetlen valasz helyes.
5p | 1. Egy derékszogl trapéz egyik szogének mérteke 45° és az alapok hossza 28 cm, illetve 20 cm. A tra-
péz magassaga egyenlo:
A. 8cm B. 10cm C. 12cm D. 16cm
9 |2. ABCD egyenld szara trapéz, amelyben AB || CD, AB < CD, AB = 4 cm és ABC< = 135°,
Ha BE | CD és BE= 6 cm, akkor a CD oldal hossza egyenlo:
A. 20cm B. 14cm C. l6cm D. 15cm
5p [3. Egy egyenld szarl trapéz szemben fekvo szogei:
A. poétszogek B. kiegészitd szogek C. kongruensek D. mértékiik 60°
5p 4. Legyen ADEJ téglalap. Az AD oldalt harom kongruens szakaszra osztjuk: AB = BC = CD; az
EJ oldalt 6t kongruens szakaszra osztjuk: EF = FG = GH = HI = IJ. Mennyi az egyenld szart
trapézok szama, ha a négy csticsaaz A4, B, C, D, E, F, G, H, I, J pontok kozott van:
A. 3 B. 4 C. 5 D. 2
II.  Parositsatok az elsé oszlopban 1évd szamokkal jelolt kifejezéseket a masodik oszlopban lévé valaszokkal,
ugy, hogy helyes legyen!
Az ABCD egyenl§ szara trapéz, AB || CD, AD = DC = CB = A—zB ¢és E az AB alap felez6pontja.
A B
M 1. A«x= a. 30°
M |2. ADCx = b. 60°
50 |3. ABD<« = c. 1207
d. 90°
% |4. (BD,CE) «=
( ) e. 45°
1. Az alabbi feladatokhoz teljes megoldas sziikséges.

1. Adott az ABCD trapéz, amelyben A<« = Bt = 90°, AD < BC ¢és E az AB oldal egy pontja ugy, hogy
AED<« = BEC<. A B ponton keresztiil a DE egyeneshez hiizott parhuzamos az EC egyenest az I
pontban metszi és BCE< = 30°.

Mutassatok ki, hogy:
10p |a) BEF haromszog egyenld szaru;
10p |b) F a CE szakasz felezOpontja.

2. Az ABC haromszog derékszogl A-ban, M az AC, N a BC oldal felezépontja és P az M pont
szimmetrikusa az N pontra nézve. Legyen AP N BM = {D}. Bizonyitsatok be, hogy:

10p |a) ABPM téglalap;
10p | b) AMND derékszdgii trapéz;
10p | c) MB]| CP.




45) Keriiletek és teriiletek

* Négyszogek

Az embereket mar 0sidok ota foglalkoztatja a targyak osszehasonlitasa. A méreteiket a szabvanyméretekkel
hasonlitottak 6ssze. Annak érdekében, hogy ezek pontosabbak legyenek, tortrészek hasznalatat vezették be.

Példaul a hosszisag esetében a nemzetkdzi mértékegység a méter €s ennek tobbszorosei, illetve tortrészei.
Egyes orszdgokban vagy munkateriileteken egy masik mértékegységet hasznalnak, amelyet hiivelyknek vagy
inch-nek neveziink (incsnek olvassuk) 1 inch = 2,54 cm.
4 B
]||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||I|||||||||||||||||I|||||'||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||I||||I|||II|
o 1 2 3 4 5 6 7 8 g 10 11 12 13 14 15

A teriiletek esetében az alapmértékegység a négyzetméter
(1 méter oldalhosszusagu négyzet teriilete), ennek tobbszordsei,
illetve tortrészei.

Egy mértani alakzat teriiletét becsiilni tudjuk, ha kozrefogjuk
két, teriiletegységekbdl allo halozattal: az egyik teljesen lefedi
az alakzatot, a masik pedig teljes mértékben az alakzat belse-
jében helyezkedik el.

Példa: A mellékelt abran lathato ABCDE sikidom teriilete na-
gyobb, mint 6 teriiletegység és kisebb, mint 27 teriiletegység.
Természetesen, ha minél kisebb oldalhossztisag teriiletegysé-
gekbdl allo halozattal fedjiik le, annal pontosabban meg lehet
hatarozni a kért teriiletet

Emlékezteto ™

1) a. Az ABC haromszog keriilete: ‘K = AB + BC + AC.
b. Az ABCD téglalap keriilete: ‘K =A4B + BC+ CD + DA =2 - (4B + BC).
c. Az ABCD négyzet keriilete: ‘K =AB+BC+ CD+DA=4 - AB.

2) Egy haromszog belso tartomanya a szdgei belso tartomanyanak metszete.

3) Haromszéglapnak nevezziik a haromszog belsejében vagy valamely oldalan talalhatd pontok
halmazat. Hasonl6 modon értelmezziik a négyszoglap és a tobbi sokszdglap fogalmat.
4) a. A haromszog teriilete egyenl6 az egyik oldal és a hozzatartoz6 magassag szorzatanak felével.
b. A téglalap teriilete egyenld két szomszédos oldal hosszanak szorzataval.
c. A négyzet teriilete egyenld az oldalhosszanak négyzetével.
Altalanosabb mértani alakzatokra is kiterjeszthetd a keriilet és a teriilet fogalma.

Fedezziik fel, értsiik meg!

Vizsgaljuk meg az Gjonnan tanult alakzatokat!

Ezért ismerkedjiink meg a sokszog fogalmaval. A haromszog, négyszog és a hatszog olyan sokszog, melynek 3,
4, illetve 6 oldala van.

Egy sikban elhelyezett zart mértani alakzatot n oldalu sokszognek nevezink, ha S, S,, S,, ..., S, n € N, n > 3,
csticsoknak nevezett pontokbol, és az §.S,, S.S,, ..., S,S,, oldalaknak nevezett szakaszokbol tev6dik Ossze, azzal a

tulajdonsaggal, hogy barmely két oldalnak legfeljebb egy csucs lehet kdzos pontja.
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1. értelmezés: Egy sokszog keriilete egyenld az oldalai hosszanak dsszegével.

S
S1 !
S4
S,
S3 s,
Sz P6
K=S88,+8,8,+85S, K=8S8,+88,+88,+85,S, K=8S8,+88,+...+85 +S8S

Kovetkeztetésképpen, az ABCD konvex négyszog keriilete (paralelogramma, téglalap, négyzet, trapéz, ...) egyenlo:
‘K=AB+ BC+ CD + DA.
Kozvetlen megfigyeléssel észleljiik, hogy:

1) Minden sokszdglap felbonthaté haromszoglapokra.
Példa. Az abran lathat6 ABCDEFGHI sokszog az ABI,
BIH, BHC, CDE, ECF, FCG és GHC haromszog alakt
feliiletek egyesitése.

2) Egy sokszog bels6 tartomanya a szdgei belsd
tartomanyanak metszete.

Példa. A konvex négyszog belsd tartomanyat
értelmezhetjilk ugy, ahogy a haromszogek bels6
tartomanyat is, vagyis szogei belsd tartomanyanak
metszeteként.

Megjegyzés. Egy konvex négyszog belsd tartoma-
nyat egyszerlibben is megkaphatjuk, két szemben
fekvo szoge bels6 tartomanyanak metszeteként.

Alkalmazas

A. A hiromszog Keriilete és teriilete

Ha az ABC haromszog oldalai BC = a, AC = b és AB = c ¢és kerliletét K-val jeldljiik, akkor :
K=a+b+c

Visszatériink a haromszdg teriiletéhez. A hatodik tanegységben

fogjuk bizonyitani, hogy egy haromszog egyik oldala és a hozza

tartoz6 magassag szorzata allando.

Az abra jeloléseit hasznalva, h = A4, h,= BB, h.= CC , a fenti

kijelentés igy irhato: a -h, =b-h,=c-h,.

A szorzatok kozos értéke egyenld a haromszog teriiletének

kétszeresével. Ha az ABC haromszog teriiletét 7, -vel jeldljiik,

azt eredményezi, hogy:

_a-h, b-hy c-h.
ABC 2 2 2 .

Meg kell jegyezniink, hogy elénydsen kivalaszthatjuk az oldalt és a hozza tartoz6 magassagot (azokat,
amelyeket ismeriink, vagy amelyeket egyszertien ki tudunk szdmolni). Sajatosan, egy derékszdgli haromszogben
a teriilet egyenlo a befogdk szorzatanak felével.



1. alkalmazas. Fedezziik fel ujra a téglalap és a négyzet teriiletét haromszogekre bontva az emlitett alakzatokat, =
illetve felhasznalva a haromszogek teriiletét. =
Z
D C D C c
ABCD téglalap, tehat ABCD négyzet, tehat
AB=CD és AD = BC, illetve AB=CD=AD=BC,
az ABC és ADC derékszogii illetve az ABC és ADC
haromszdgek. derékszogli haromszogek.
A B A4 B
AB-BC DC-AD

Tor= Tapet Tuicp = 2 - 2 =AB-BC Tosep =Tyt Tyep=AB - BC=AB
A téglalap teriilete egyenlo két szomszédos oldal A neégyzet teriilete egyenld az oldalhosszanak
hosszanak szorzatdval. negyzetével.
B. A paralelogramma Keriilete és teriilete

Az ABCD paralelogramma AB (vagy CD) oldalédhoz tartozd magas- p F
sagnak nevezziik az AB és CD parhuzamos egyenesek kozotti tavolsa- G ‘_T_' C
got, vagyis az EF szakasz hosszat, ahol E € AB, F € CD, AB | EF ¢és N
EF 1 CD. AN

Hasonloan, az AD ¢és BC parhuzamos egyenesek kozotti tdvolsa- o g
got, vagyis a GH szakasz hosszat, ahol G € AD, H € BC, AD 1 GH és 5 ‘ L
GH 1 BC a paralelogramma AD (vagy BC) oldaldhoz tartozo magas- E B
sagnak fogjuk nevezni.
A paralelogramma keriilete az oldalai hosszanak 6sszege. Mivel a szemben fekvo oldalai kongruensek, kapjuk, hogy:

‘K=AB + BC+ CD + DA =2(AB + BC).
Az ABCD paralelogramma teriiletét ugy szamitjuk ki, hogy fel- D
bontjuk egyik atlo segitségével két haromszogre, amelyekrol bebi- IT C
zonyitjuk, hogy kongruensek. I
Az ABD és BDC haromszdgek megfelel6 oldalai kongruensek, igy " ‘\
az 0.0.0. kongruencia esetbdl kovetkezik, hogy a haromszdgek oy
kongruensek. Két kongruens mértani alakzat kertilete és teriilete 3 [1
megegyezik: E B
DE - AB

CTABCD - CTABD + CTBCD =2 CTABD =2 =DE-4B.
A paralelogrammas teriilete egyenld az egyik oldal hossza és a hozza tartozo magassag hosszanak szorzataval.
C. A rombusz Keriilete és teriilete
A rombusz minden oldala kongruens, tehat a keriilete: ‘K =AB+ BC+ CD + DA =4 - AB. Iz'

Felbontjuk a rombuszt az atlok segitségével négy derékszogii ha- D
romszogre. Egyszerlien kimutathaté a rombusz tulajdonsagai alap-
jan (az atloi felezik egymast és merblegesek egymasra), hogy a négy

derékszogli haromszog kongruens egymadssal (B.B. eset alapjan), A C
igy teriileteik megegyeznek.
AO-OB AC-BD
CTABCD:4 ) CTAOB: 4 2 - ) ) B
, . 1 e s _d,-d,
Had ésd, az AC illetve BD atl6 hosszat jeloli, akkor: T, . = 5

A rombusz teriilete egyenlo az atlok hosszanak félszorzataval.



* Négyszogek

A trapéz keriilete és teriilete
A trapéz egy négyszog. Kovetkeztetésképpen keriilete: ‘K = AB + BC + CD + DA.

A fenti eljarasokhoz hasonldan, a trapéz teriiletét is gy szdmitjuk ki, hogy D c
felbontjuk két hdromszogre: 7, = T, +T,, . F
Jeloljiik a D csucsbdl az AB oldalra és a B csticsbol a DC oldalra bocsatott

magassagok talppontjait £ illetve F' pontokkal. Mivel 4B || DC, alkalmazva a

|
[
|
teriiletképletet a két hdromszogben, azt kapjuk, hogy: h |
E

T _AB-DE DC-BF (AB+DC)-DE =1
ABCD 5 + 5 = B : A B
Ha egy trapézban B a nagyalap, b a kisalap, / pedig a trapéz magassaganak hosszat jeloli, akkor:
T - (B+b)-h
ABCD ) :

A trapeéz teriilete egyenlo az alapok hosszanak Osszege és a magassag szorzatdnak a felével.

2. alkalmazas.

a) Az L oldalhosszusagti ABCD négyzet AB oldalat az E és F pont harom egyenld részre osztja. Az ABCD
négyzet kiilsé tartomanyaban megszerkesztjiikk az EHGF négyzetet. Szamitsatok ki az AEHGFBCD sokszog
keriiletét és teriiletét.

b) Ha az ABCD négyzet minden oldalan elvégezziik a fentiekben leirt szerkesztést, akkor hatarozzatok meg az
igy keletkezett sokszog keriiletét és teriiletét.

c) Ha a b) pontban abrazolt alakzat esetén mindegyik oldal k6zépsé egyharmadara szerkesztiink egy kiilsé
négyzetet, hatarozzatok meg az igy létrejott sokszog kertiletét s teriiletét.

) c b) )
H G

141 ~20-L _100- L
3 3 )
10- I* 13- I? 2 2
T = = T:L2+4L—+20£
9 9 81

Utmutatas: Megfigyelve a fenti abrakat, magyarazzatok meg mindharom esetben leirt eredményt.

' Jegyezd meg!

® /- Egy sokszog keriilete egyenl6 az oldalai * A paralelogramma teriilete egyenld egyik \

hosszanak 6sszegével. oldal és a hozza tartoz6 magassag szorzataval.

* A haromszog teriilete egyenld az egyik oldal * A rombusz teriilete egyenl6 az atlok
¢és a hozzatartozé magassag szorzatanak hosszanak félszorzataval.
felével. * A trapéz teriilete egyenl6 az alapok hosszanak

* A téglalap teriilete egyenld két szomszédos Osszege €s a magassag szorzatanak a felével.
oldal hosszénak szorzataval.

* A négyzet teriilete egyenld az oldalhosszénak
négyzetével.

J
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J @ Gyakorlatok és feladatok

Szamitsatok ki az ABCD konvex négyszog

keriiletét, ha:

a)AB + BC=18 dm, BC + CD =22 dm,
CD + DA =24 dm, DA + AB =20 dm.

b)AD =7 cm, CD=9 cm, K, pe=28 cm és
ABC egyenl6 oldalt haromszog.

Adott az ABCD paralelogramma, ahol

AC N BD = {O}. Tudva, hogy K ,,, = 26 cm,

K yoc =24 cmes AC + BD =28 cm,

szamitsatok ki a paralelogramma keriiletét.

Az ABCD téglalapban AC N BD = {0},
BC=9cmés K, ,=24cm.
a) Szamitsatok ki az AC és AB oldalak hosszat.

b) Szamitsatok ki a téglalap kertiletét és teriiletét.

Egy derékszogl haromszog befogodinak hossza

9cmés 12 cm.

a) Szamitsatok ki a haromszog teriiletét.

b) Szamitsatok ki az atfogo és a hozza tartozo
magassag hosszat.

Egy egyenl6 szart derékszogli haromszog
atfogdjanak hossza 10 cm. Szamitsatok ki az
atfogohoz tartozé magassag hosszat, majd a
haromszog teriiletét.

Szamitsatok ki az 4ABC haromszog teriiletét, ha
AB=8cm, BC=1dm és ABC<=150°.

Az ABCD paralelogrammaban AB = 8 cm,

AD = 6 cm és BAD< = 30°. Szamitsatok ki:

a) d(D, AB) és d(C, AD);

b) a paralelogramma keriiletét és teriiletét.

Egy rombusz keriilete 40 cm és az egyik szoge
150°. Szamitsatok ki a rombusz teriiletét, majd
az atlok hosszanak szorzatat.

Legyen M az ABC haromszog BC oldalanak
felez6pontja. Mutassatok ki, hogy az ABM ¢és
ACM haromszdgek teriiletei megegyeznek.

=

Legyen N az ABC haromszdg BC oldalanak egy m

pontja ugy, hogy BN=3 - CN.

a) Szamitsatok ki az ABC és CAN haromszogek
teriiletének aranyat, majd a BN és CN
szakaszok aranyat.

b) Keressetek egy Osszefliggést az igy kapott
aranyok kozott.

Az ABCD paralelogrammaban O az atlok

metszeéspontja.

a) Igazoljatok, hogy az AOB és BOC
haromszdgek teriilete egyenld.

18]

b)Ha T, =8 dm? szamitsitok ki a
paralelogramma teriiletét.

Egy négyzet alaku telek egyik oldalaval

parhuzamos két egyenessel

felosztunk harom téglalap alaka

részre. Tudva, hogy mindegyik

téglalap keriilete 80 dam,

szamitsatok ki:

a) a négyzet oldalanak hosszat;

b) mindegyik téglalap és a telek teriiletét,
hektarban kifejezve.

Az abran ABCD egy téglalap, amelyben,
AB=18cm,BC=12cm, BE=2 - AE és
CG = GF = DF.

D F G C
7 A
////(
<
A E B

Szamitsatok ki:

a) az ABCD téglalap teriiletét;

b) az ADF, AGB, ACE haromszogek teriiletét;
c) az ADFE, AFGE, BCFA, ABCG, BEDF
négyszogek teriiletét.

Az ABCD derékszogl trapéz alapjai

AB =12 cm, CD =8 cm és A< =45°.

a) Hatdrozzatok meg a trapéz magassagéanak
hosszat.

b) Szamitsatok ki a trapéz teriiletét és az ADC
haromszog tertiletét. |

Egy trapéz teriilete 400 dm?, az alapok aranya —,

¢s magassaga egyenl6 az alapok szamtani

kozepével. Szamitsatok ki a trapéz alapjainak és

magassaganak hosszat.

Az ABCD trapézban AB || CD, és O az atlok

metszéspontja. Bizonyitsatok be, hogy az AOD

€s BOC haromszdgek teriilete megegyezik.

Az ABCD paralelogrammat a PQ egyenes két

ekvivalens (egyenld teriiletli) felszinre osztja,

(Pe AB, Q< CD). Bizonyitsatok be, hogy azADQP

€s BCOP négyszdgek keriilete megegyezik.

Az M pont az ABCD téglalap belsejében

helyezkedik el. Igazoljatok, hogy:

TMAB T C‘TMDC: CTMAD T TMBC = E T ipcp-

* Négyszogek
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Ismeretfelméro

Hivatalbdl 10 pont jar.
L Az alabbiak koziil valasszatok ki azt a betiit, amely a helyes valaszt jeloli; csak egyetlen valasz helyes.
5p | 1. Az ABC haromszdgben AD és BE magassag. Ha BC =25 cm, AC =15 cm, AD = 12 cm, akkor BE =:
A. 12cm B. 18cm C. 20cm D. 16cm
5p | 2. Haegy egyenld szart derékszogli hdromszog befogdjanak hossza 24 cm, akkor a teriilete egyenlo:
A. 128 cm? B. 132 cm? C. 136cm? D. 144 cm?
5p | 3. Az ABCD négyzetben M és N az AB illetve AD oldal felezépontja és CD =20 cm.
A BCNM négyszog teriilete egyenlo:
A. 200 cm? B. 220 cm? C. 240 cm? D. 250 cm?
5p |4. Az ABCD téglalap teriilete 100 cm? és AB =2 - BC. A téglalap keriilete egyenlé:
A, 20V2cem B. 30v2cm C. 25/2cm D. 15J2cm
50 |5. A DEFG négyszogben DE || FG, DG || EF, DE = 14 cm, EF = 6 cm, DEF < = 150°. A négyszog
teriilete egyenld:
A. 21 cm? B. 28cm? C. 42cm? D. 84cm’
5p | 6. Egy derékszogl trapéz alapjainak hossza 5 cm illetve 9 cm és az egyik szogének mértéke 45°.
A trapéz teriilete:
A. 38 cm’ B. 28cm? C. 42cm? D. 84 cm’
5p |7. Az ABCD téglalap teriilete 320 cm? és P az AB oldalon egy pont.
A PCD haromszog teriilete egyenld:
A. 160 cm? B. 180 cm? C. 144 cm? D. 140 cm?
5p | 8. Egy rombusz teriilete 6 cm? €s az atlok hossza, centiméterben kifejezve, két egymasutani
természetes szam. A rombusz keriilete egyenlo:
A. 20cm B. 15cm C. 10cm D. 12cm
II. Az alabbi feladatokhoz teljes megoldas sziikséges.
1. A MATE téglalap keriilete 144 cm. David befestette ezt a téglalapot,
ahogy a mellékelt abran lathato, harom szinnel: kékkel, sargaval és
pirossal. Tudjuk, hogy B és C az MA illetve ET felezépontja és
AB = ME. Szamitsd ki:
10p a) a sargara festett rész teriiletét;
10p b) a téglalap teriiletének hany szazalé¢ka a nem kékkel befestett rész M B
tertilete?
15p | 2. Adott a CDEF paralelogramma, ahol CE N DF = {O}. A d egyenes atmegy az O ponton ¢€s
metszi a CD és EF oldalakat a P illetve Q pontokban. Igazold, hogy K., = K zop-
3. Az ABCD trapézban AB || CD, AB =12 cm, CD = § c¢m és a trapéz magassaga 4 cm. Az M, N és P
pont az AB, BC illetve AD oldal felezdpontja. Szamitsd ki:
10p a) az ABNP és CDPN négyszog teriiletét;
ap b) a CMP haromszdg teriiletét.




5.1. Keriileti szog. Kiils6 pontbdl huzott érintok

5.2. Korbe irt szabalyos sokszogek
5.3. A kor keriilete és a korlap teriilete

Sajatos kompetenciak:
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5.1) Keriileti szog. Kiilsé pontbél huzott érintok
@ Koriv és hir

El tudnatok-e képzelni a mindennapi életet
kor alaku targyak nélkil?

London kihagyhatatlan attrakcidja a
»London Eye”. Az oriaskerék atméréje

120 méter, rajta 32 zart, légkondicionalt
utasfiilke van, amelyek a kerék kiilsé
sz€léhez vannak rogzitve. A fulkéket 1-t6l
33-ig szamoztak meg, a 13-as szamot

atugrottak.
Emlékezteto ™
1) A kor a sik azon pontjainak halmaza, amelyek Példa:
egyenld tavolsagra vannak egy rogzitett ponttdl, Az 1. bran a rogzitett O ponttdl R tavolsagra

amit a kor kozéppontjanak neveziink. A kor

kzéppontjat altalaban O-val jelljiik. talalhato pontok alkotjak az O koézéppontl, R

2) A kor kdzéppontja és egy tetszdleges pontja sugz‘a‘rl‘l‘ kort. A kf)rtulgy]elol)uk: @(Q’ R).
kozotti tavolsagot a kor sugaranak nevezziik, és A koron megjeldltiik az 4, B, M, N és P pontot.
R-rel vagy r-rel jeloljiik. AO=BO=MO=NO=PO=r.

3) A kor két pontjat 6sszekotd szakaszt hiirnak
) 1 evgizifk polijat osszekoto szakaszt Aurna Példa: Az 1. abran MN és MP két hur.
L .1 MP hur és O € MP, tehat MP atméro.
Az olyan hurt, amely tartalmazza a kor kdzép- MP=d=MO+ON=2 - r
pontjat, atmérének nevezziik. '

4) A kor azon részét, amely egy htr tartéegyenesének
egyik oldaldn helyezkedik el, és a hur végpontjait
1s tartalmazza, korivnek nevezziik.

A kor barmely két kiilonb6z6 pontja meghataroz a
koron két korivet.

Ha meg szeretnénk kiilonboztetni a két azonos
végpontl korivet, jelolhetjiik 6ket harom bettivel.

Példa: Az M és N pont két korivet hataroz meg:
egy nagy korivet és egy kis korivet.

Rendszerint MN -nel a kis korivet jeloljiik.
Az M és N végponti nagy koriv tartalmazza
az A, B és P pontot, ezért a nagy korivet igy

jelolhetjik MPN, MAN vagy MBN.

5) Egy atméro két egyforma korivet hataroz meg, Az MP &tméré meghatérozza az YNP és

ezeket félkoroknek nevezzik. .
MAP félkoroket.

6) Egy olyan szdget, amelynek cstcsa a kor kdzép- Példa: AOB <« kozépponti szog.
pontjaban van, kozépponti szognek
neveziink.

Példa: 4B = AOB <.

7) Ha 4 és B a kor két tetszbleges pontja, akkor az
MP = 180°, mivel MP a kor atméroje.

4B kis koriv mértéke egyenld a hozza tartozo
IZ' koézépponti szog mértékével.




Fedezziik fel, értsiik meg!

Eszter és Petra nézi a London Eye oriaskereket, és beszélgetnek:

— Petra, ha az M pontban talalhato a 8-as fiilke, az N pontban pedig a 17-es fiilke, mennyivel egyenlé az y/N
kis koriv mértéke?

— Ertem, Eszter, ki akarod probalni, tudom-e, hogy az ériaskeréken nincs 13-as fiilke, azaz a 8-as és 17-es
kozott 7 fiilke van 8 helyett.

— Bravo! Azt jelenti, hogy a 8-assal és 17-essel egyiitt 9 fiilkét kell figyelembe venniink. Ezek 6sszesen 8
kongruens szoget hataroznak meg, mindegyik mértéke egyenld a teljes kor 32-ed részével.

— Helyes, akkor szamoljunk! 360 : 32 = 11,25. Ez azt jelenti, hogy két szomszédos fiilke altal
meghatarozott kdzépponti szog mértéke 11°15'. Tehat az MN kis koriv mértéke 8-11°15" = 90°.

— Mit gondolsz, Eszter, ki tudjak szamolni az osztalytarsaink, hanyas szamu a P pontnal talalhato fiilke?
Figyeljétek meg az abrat, hatarozzatok meg a P pont helyzetét, végezzétek el a sziikséges szamitasokat és
valaszoljatok a baratndk kérdésére!

1. értelmezés. Az egyenld sugara koroket kongruens kéroknek (egybevigo kioroknek) neveziink.

Két kongruens kor kdlcsonos helyzete:

kiils6 korok kiviilrél érint6 korok metsz6 korok egybeeso korok (koncentrikus,
kongruens kordk)

OO O D O

2. eértelmezés. Egy korben vagy két kongruens korben két koriv kongruens, ha a mértékiik egyenld. Jelolés

4B =CD.

Megfigyelés: 4
Annak, hogy két koriv kongruens legyen ;\/\C

egymassal, nem elégséges feltétele, hogy A mellékelt abran AB = 90° és AN <> \ C > D
a hirok mértéke egyenld legyen. — . o : 0¥ o S v
Lényeges feltétel az is, hogy a korivek CD=90"de aket kof“’ meg- R \ 2_’”_ /7
ugyanahhoz a korhdz, vagy kongruens sem kongruens egymassal AN ,! e
korokhoz tartozzanak. ST
Alkalmazas
1. tétel. Ha 4, B és C a € (O, r) kor harom pontja és C e :4_1;, akkor AB = AC + CB.
CeAdB C e Int (AOB<) CeAB
C
B
B A‘m
A C B C PNy
0 A 0
AB=AC + CB AOB<t= AO0C<+ COB« AB=AC+CB

o A kor
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2. tétel.
1) Ugyanabban a korben vagy kongruens korokben, kongruens hirokhoz kongruens korivek tartoznak.
2) Ugyanabban a korben vagy kongruens korokben, kongruens korivekhez kongruens hurok tartoznak.

Bizonyitas.
1) A feltételnek megfeleléen a € (O, r) korben 4, B, C és D négy pont, és AB = CD. Coe D
Az OAB és OCD haromszogben OA = OB = OC = OD (a kor sugarai), tovabba
AB = CD (feltétel szerint). Kdvetkezik, hogy OABA = OCDA (0.0.0. kritérium), B
tehdt AOB< = COD < és AB=CD. \
2)Ha4,B,C,D e C(O,r)és AB= CD, akkor AOB<« = COD <.
Az OABA és OCDA haromszogben AO = CO, BO = DO. Az 0.Sz.0. egybevagdsagi A

kritérium szerint OABA = OCDA, tehat AB = CD.

3. tétel.

1) Ha egy kor valamely atméréje merdleges egy hurra, akkor a hurt és a hozza tartozo két korivet (a kis
korivet és a nagy korivet) kongruens részekre osztja.

2) Ha egy kor valamely atmérdje egy hurt vagy a hirhoz tartozo koriveket kongruens részekre osztja, akkor
az atméré merdleges a hurra.

Bizonyitds. AB a htr, EF az atmér6: A, B, E, F € C(O, r), O € EF és EF N AB = {D}.

1) Ha EF | AB, akkor az ADO és BDO haromszogek derékszogliek és kongruensek F
egymassal (atfogo-befogo eset): OD = OD (a kor sugarai) és AO = BO (kdzos oldal). Pl BN B
Kovetkezik, hogy AD = DB és AOD < = BOD <, tehat AF = FB . Az EAF és EBF L]

krivek félkorok, ezért AE =180°— AF =180°— BF = BE .

2) A feltétel szerint az EF atméro tartalmazza az AB hir D felezépontjat vagy az AB hur altal
meghatarozott valamely koriv felez6pontjat. Ennek megfelelden, az AOB egyenld szaru
haromszogben az OD az alaphoz tartoz6 oldalfelez6 vagy a szarak altal meghatarozott szog
szogfelez6je. Mindkét esetben az OD az AOB haromszog AB alapjahoz tartoz6 magassaga. E
Kovetkezik, hogy OD1 AB, vagyis EF 1 AB, tehat az atmér6 merdleges a hurra.

4. tétel. Egy kor két hurja akkor és csakis akkor kongruens egymassal, ha a kor kozéppontjatol egyenld tavol-
sagra helyezkednek el.

Bizonyitdas. A, B, C,D € C(O, r),OFE 1L AB,E € ABés OF L CD, F € CD.

OE és OF mero6legesek a hurokra, ezért a 3. tétel szerint £ és F az AB illetve CD hur
felez6pontja: AB=2-BE ¢és CD=2-CF.

Ha AB = CD, akkor BE = CF ¢és BEOA = CFOA (atfogo-befogo eset). Kovetkezik, hogy
OE = OF, tehat d(O, AB) = d(O, CD).

Forditva, ha d(O, AB) = d(O, CD), vagyis OE = OF, akkor BEOA = CFOA (atfogo-
befogo eset). Kovetkezik, hogy BE = CF, tehat AB = CD.

B

D

5. tétel. Egy koron, két parhuzamos egyenes kozott talalhato hurok kongruensek egymassal.

Bizonyitds. A, B, C, D négy pont a C (O, r) kérdn ugy, hogy AB || CD.
Segédszerkesztés: OE | AB és OE N AB = {F }. Mivel AB || CD

kovetkezik, hogy OF L DC. Az ABO és CDO haromszogek egyenld szaraak

(04 =0B=0C=0D =r), OF illetve OF, az alapokhoz tartoz6 magassagok, tehat
szogfelezOk is. Kovetkezik, hogy O, < =0, és O,« =0, «.

Az OE ¢s OF félegyenesek ellentétesek, tehat O, <« =180° - 0, <« - 0,« =
=180°-0,« - O,« =0,«x. Az 0.52.0. egybevagosagl eset szermt

\ OBCA = OADA tehat BC= AD és BC = AD amit igazolni kellett.

140



o A kor

1. alkalmazas. Adott a G(O, r) korén harom pont: 4, B, C, tovabba AD | BC, A

D e BC. Meghuzzuk a DAO <« szogfelezdjét, mely E-ben metszi a kort. m
Igazoljuk, hogy BE=CE. B c
Bizonyitas. AOEA egyenl6 szaru (A0 = OF =r) tehat FAO<X = AEO <. 0]
AE szbgfelezdje DAO<«x és EAO<« = EAD <.

Kovetkezik, hogy AEO <« = EAD <, tehat EO || AD.

Mivel 4D L BC, kovetkezik, hogy EO L BC. Az EO egyenes tartalmazza a kor

atmérdjét, tehat a BC korivet két kongruens részre osztja: BE = CE. E

2. alkalmazas. Az O kozéppontl, AB atmérdji koron felvessziik a C és D pontot az
atméro egyik oldalan, az £ és F pontot az &tmérd masik oldalan ugy, hogy teljesiiljenek

az AC = AE és BD = BF feltételek. Igazoljuk, hogy CD = EF és d(O, CD) = d(O, EF).
Bizonyitas. Kongruens hurokhoz kongruens korivek tartoznak.

Mivel AC = AE és BD = BF kovetkezik, hogy AC = AE és BD=BF. Az atmérd a
kort félkorokre bontja, tehat CD=180" — AC — BD =180° — AE — BF = EF vagyis
CD =EF.

A CD és EF kérivek ugyanazon kordn vannak, tehat kongruensek egymassal. A 2. tétel szerint a hozzajuk tar-
tozd hurok kongruensek: CD = EF. Ezutan alkalmazzuk a 4. tételt, amely szerint, a CD és EF kongruens hurok a
kor kozéppontjatdl egyenld tavolsagra helyezkednek el: d(O,CD) = d(O,EF)

Jegyezd meg! IZ'

o J 1) Ugyanabban a korben vagy kongruens korokben, kongruens hurokhoz kongruens kérivek tartoznak.

2) Ugyanabban a korben vagy kongruens korokben, kongruens korivekhez kongruens hurok tartoznak.

3) Haegy kor valamely atméréje merdleges egy hurra, akkor a hiirt €s a hozza tartozo két korivet (a kis
korivet és a nagy korivet) kongruens részekre osztja.

4) Ha egy kor valamely atmérdje egy hurt vagy a hiirhoz tartoz6 valamely koriveket kongruens
részekre osztja, akkor merdleges a hurra.

5) Egy kor két hiirja akkor és csakis akkor kongruens egymassal, ha a kor kozéppontjatol egyenld
tavolsagra helyezkednek el.

6) Egy koron, két parhuzamos hur kozott talalhatd hurok kongruensek egymassal. )
&
{ ) o Gyakorlatok, feladatok
n Rajzoljatok egy O kdzéppontl kort és a Rajzoljatok egy O kdzéppontl kort és vegyétek
abrazoljatok rajta az 4, B és C pontot! fel rajta az 4, B és C pontot ugy, hogy az AB,

a) Nevezzétek meg a pontok altal meghatarozott
koriveket és hurokat!

b) Nevezzétek meg azt a kozépponti szoget,
amely tartalmazza a B és C pontot!

BC ¢és CA koriv mértéke 50°, 150° illetve
160° legyen. Hatarozzatok meg az alabbi
kijelentések logikai értékét:

a)0 e AC.
B Rajzoljatok egy kort és vegyétek fel rajta az b) Az AC nagy kériv mértéke 200°.
A,Bés C pontot ugy, hogy teljesiiljenck az ) AOC< = 80°.
AB =60° és BC =90° feltételek. d) Az AOB haromszdg egyenld szar(.

Szamitsatok ki az AC kis koriv mértékét.
Vizsgéljatok minden lehetdséget!



o A kor

n Szerkesszetek a (O, r) kor adott 4 belsd B Az ABCD paralelogramma 4, B és C csucsa

pontjan at BC hurt, amelynek A4 a felez6pontja! a (0, r) koron helyezkedik el. A kor és a CD
oldal E-ben metszi egymast. [gazoljatok, hogy

a) [rjatok le a szerkesztés menetét! . . o ere
az ADE haromszog egyenld szart!

b) Ha BC = r, szamitsatok ki az OBC szog n A (O, ) kér sugara r = 12 cm, a koron

meértékét €¢s a BC kis koriv mértekét! talalhat6 4, B, C és D pontok gy helyezkednek
BN 1a 4B a @0, r) kér dtméréje, AC és AD el, hogy AB atmerd, CAD =120°¢s CD L A4B.
a) Igazoljatok, hogy az OCD és ACD

kongruens hurok, igazoljatok, hogy: haromszog egyenl szaru'

a) BC = BD; b) 4B L CD. b) Hatarozzatok meg az AC és BD hur
A ACO, r) kérben AB = 6 cm és CD = 12 cm mértékét!
¢) Szamitsatok ki a B pont tavolsagat a CD

két hir. A htiroknak nincs kozds pontjuk és ”
egyenestol!

Az A, B, C,Dés Eponta O, r)
koron helyezkedik el ugy, hogy az

—_— T —

ABO<«+ BAO<« =COD< ! AB, BC, CD, DE, EA korivek koziil semelyik

n A @0, r) kérben az AB és CD harok kettonek nincs kozos belso pont]a Tudjuk hogy
ABC =CDE = AE =120° és AB=CD=2-BC.

) = ) o a) Hatarozzatok meg az 6t koriv mértékét!
egymast. Jeloljiik £-vel és F-fel a két har b) Igazoljatok, hogy az ACEA haromszog
felezopontjat. Igazoljatok, hogy EF = OP! egyenld oldalu!

Keriileti szog

Miel6tt a kort tanulmanyoztuk, a geometriai ismereteink tobbnyire a haromszogekre vonatkoztak.
A mértani alakzatok tulajdonsagainak felfedezése és bizonyitasa Gjabb modszerekkel boviil a kor értelmezése és
tulajdonsagainak leirasa révén.

6 cm illetve 3 cm tavolsagra helyezkednek el m
a kor kozéppontjatol. Bizonyitsatok be, hogy

merdlegesek egymadsra és P-ben metszik

Emlékezteto

1) Egy szakasz felezomer6legesének barmely pontja egyenld tavolsagra van a szakasz végpontjaitol.
2) Egy haromszog felezOmerdlegesei egy pontban metszik egymast, amelyet rendszerint O-val jeldliink.

Fedezziik fel, értsiik meg!

A mellékelt abran megszerkesztettiik az ABC haromszog oldalfelezd

merdlegeseit és a kort, amely &tmegy a haromszdg csucsain. A
Azonositsuk a haromszog és a kor elemeit és vizsgaljuk a koztiik

fennallé kapcsolatokat!

1) Akor kdozéppontja O és O4=0B=0C=r.

2) Az ABC haromszdg oldalai egyben a kor hurjai.

3) Minden oldal meghataroz egy kis korivet és egy nagy korivet. I

4) A haromszog szogeinek csticsai a koron helyezkednek el. B 1 C
5) A haromszog minden szogének belso tartomanyaban a szemben \/

fekvd oldal altal meghatarozott két koriv egyike talalhato.




Ertelmezés. Egy olyan szoget, amelynek csticsa egy koron helyezkedik el, szarai pedig a kor hiirjai, keriileti
szognek neveziink.

Harom eset lehetséges:

1) A kor kozéppontja a szog egyik 2) A kor kozéppontja a szog belsé  3) A kor kézéppontja a szog kiilsé
szaran talalhato. tartomanyaban talalhato. tartomanyaban talalhato.

o A kor

B, “ B B, ‘
‘ A
A1 C, @ .
CZ
Tétel. Egy keriileti sz6g mértéke egyenlo a szarai altal kozrezart koriv mértékének felével.

Bizonyitas. A keriileti szognek csupan az értelmezését ismerjiik. Tudjuk viszont, hogy egy kdzépponti szog
mértéke egyenld a szarai altal kozrezart koriv mértékével. Ezt a tulajdonsagot hasznaljuk fel.
Jeloljiik ABC-vel a kertileti szoget, O-val a kor kézéppontjat és r-rel a sugarat.

1) Tekintsiik eloszor azt az esetet, amikor a kor kozéppontja a sz6g egyik szaran helyez-
kedik el, pl. a BC szaron. Ebben az esetben BC a kor atmérdje OA4 = OB = r, kdvetke-
zik, hogy az AOBA egyenl0 szart és BAO<« = ABO<. Az AOB haromszdgnek az
AOC« kiils6 szoge, tehat: AOC <« = BAO<« + ABO<« =2-ABO<« = 2-ABC«.

Mivel AOC <« kozépponti szog, mértéke egyenld az AC kis koriv mértékével.
. 1 —
Ebbdl kdvetkezik, hogy ABC <« = EAC.

2) Ha O az ABC < bels0 tartomanyaban talalhat6, meghuzzuk a BD atmérdt. Ezaltal
az ABC kertileti szoget két, egymas melletti szogre bontjuk, a keriileti szognek
megfeleld korivet pedig két korivre bontjuk. A keletkezett szogekre és korivekre

alkalmazhato az eléz6 eset: ABC < = ABD < + DBC < = %ﬂ) n EDC - %AC.

3) Ha O az ABC <« kiils6 tartomanyaban talalhato, hasonloan jarunk el: meghtizzuk a
BD atmérot, majd alkalmazzuk az els6 esetet: ‘\
=

ABC<« = ABD<« — DBC<« =%@—%/CT):%IE.

A fenti tétel alapjan megfogalmazunk néhany fontos kévetkezményt. 7
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K,: Barmely, felkorbe irt  K.: Ha A4, B és C egy kor harom K.: Ha 4, B és C egy kor harom rogzitett
kertileti sz6g mértéke rogzitett pontja, akkor az ABC pontja, akkor a kor minden olyan
90°. koriv barmely B, pontjara pontjara, amely nem az ABC

érvényes, hogy: koriven talalhato, érvényes, hogy:
AB C<« = ABC< ABC<x + ADC< = 180°.

Igazoljatok az abrak alapjan a fenti kijelentéseket!

Alkalmazas

1. alkalmazas: Egy kor AB és CD hurja a kor M belsé pontjaban metszi egymast.
Igazoljuk, hogy AMC <« = %(242‘ + 1/95)
Megoldas. Segédszerkesztés: az 4 ponton keresztiil meghtizzuk az AE parhuzamost

a CD-hez. Az AC és DE kérivek kongruensek egymassal, mint parhuzamos htirok
kozott talalhato korivek. A belsd valtoszogek kongruensek egymassal: AMC <« = BAE <.
Mivel BAE « keriileti szog, kovetkezik, hogy:

AMC<«x =BAE< = %Z?D\E:%(E/EB+BTE):%(§B+;IE):%(ZE‘+EB),
amit igazolni kellett.

2. alkalmazas. Egy kor AB és CD hurjanak tartdegyenesei a koron kiviil talalhato N
pontban metszik egymast. Igazoljuk, hogy ANC <« = %(1/95 ~AC )

Megoldds. az A ponton keresztiil meghtzzuk az AE || CD hurt. A megfeleld
szogek kongruensek egymadssal: ANC<X = BAE <.

Mivel BAE « kertileti szog, kdvetkezik, hogy:
ANC<« =BAE«X = % .BE = %(EB —BZ?) = %(Z?B - 1/4_(\,’) , amit igazolni kellett.

' Jegyezd meg!

?J Keriileti szognek neveziink egy olyan szoget, amelynek a csucsa egy koron fekszik, szarai pedig a
kornek hurjai.

Egy keriileti sz0g mértéke egyenlo a szarai altal kozre zart koriv mértékének felével.
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5 J @' Gyakorlatok, feladatok

n Rajzoljatok egy €(O, r) kort, vélasszatok rajta

harom pontot és jeldljétek dket 4-val, B-vel
illetve C-vel.
a) Kossétek 0ssze a pontokat és nevezzétek

meg a C(0, r) kordn keletkezett keriileti
szogeket!

b) Ha AB = 40°, BC =100°, szamitsatok ki az
ABC<,BCA<, CAB<« mértékét!

Az A, B és C pont a C(O, r) koron helyezkedik

el, O € AB. Hatarozzatok meg az ABC <,

BCA <, CAB <« mértékét!

Adottaz 4, B, C és D pont az O kdzéppontu kdron

ugy, hogy C és D az AB egyenes ugyanazon

oldalan helyezkedik el, mint az O pont.

a) Igazoljatok, hogy ACB<« + ADB< = AOB <!

b) Ha AB= 70°, szamitsatok ki az ACB <t és
AOB < mértékét!

E, F, G, Hugyanazon az O kozépponta koron

helyezkedik el ugy, hogy G és H az EF egyenes

kiilonb6z6 oldalan talalhato.

a) Szamitsatok ki az EGF <« + EHF < 0sszeget!

b) Ha EF = 80°, hatarozzatok meg az FHF <,
EOF « és EGF <« mértékét! Vizsgaljatok
mindkét lehetséges esetet: ha G az EF kis
koriven, vagy ha G az EF nagy koriven
helyezkedik el!

Az A pont az r = 6 cm sugart (O, r), kordn

talalhatd. Az OA szakasz felezémerdlegese a

kort B-ben és C-ben metszi.

a) Szamitsatok ki az ABOC négyszog keriiletét!

b) Szamitsatok ki a BAC<x, ABC< ¢és ACO<«
mértékét!

A DEF héromszog csucsai a €(O, r), koron

helyezkednek el, és az EDF szog szogfelezbje a

kort masodszor az M pontban metszi.

a) Igazoljatok, hogy EFM <« = FEM <!

b)Ha DE = 90° és DF =150° szamitsatok ki a
DFM haromszog szogeinek mértékét!

A (0, r) kor AB és AC sugarai merdlegesek

egymasra és ABO<x = BAO<x = 80°.

Hatarozzatok meg az ABC haromszdg

szogeinek mértékét!

m Az MNPQ négyszdg cstcsai a C(O, r) kdrdn

helyezkednek el és MN = NP, MO = POQ.

a) Igazoljatok, hogy O € NQ.

b) Tudva azt, hogy MN = @ —-40°,
hatarozzatok meg az MNPQ négyszog
szogeinek mértékét!.

Az A4, B és C pont a (O, r), koron helyezkedik

el és AB a kor atméréje. Az ACB szog

szogfelezdje a D pontban metszi a kort.

Szamitsatok ki:

a)a Bp kis koriv mértékét!

b) az AOD sz6g mértékét!

Az ABC haromszog egyenl6 szara, AB = AC, és

az A kozéppontu, r < AB, sugart kor az AB ¢és

AC oldalakat a D illetve £ pontban metszi.

a) Igazoljatok, hogy DE || BC!

b) Szamitsatok ki a DE nagy koriv mértékét,
tudva azt, hogy <BAC + < ECB = 115°.

A @0, r) kdrben AB egy atmérd, C egy pont a

kordn, és M a BC koriv felez6pontja.

a) Igazoljatok, hogy OM || AC!

b) Ha D a kér azon pontja, amelyre BD || OM,

bizonyitsatok be, hogy a C, D és O kollinearis

pontok (egy egyenesen helyezkednek el).

A C(O, r), r=10 cm koron talalhatd A, B és C

pontok teljesitik a kdvetkezo feltételeket:

AO 1 OB, és C az 4B kis kdriven helyezkedik

el. C-b6l merdlegest hiizunk OA4-ra és OB-re:

CM 1L 04, M € 04, illetve CN L OB, N € OB.

A CM egyenes a kort masodszor P-ben metszi,

a CN egyenes pedig O-ban.

a) Szamitsatok ki az MN szakasz hosszat!

b) Igazoljatok, hogy a P, O és Q pontok
kollinearisak!

c¢) Hatdrozzatok meg az ACM sz6g mértékeét
abban az esetben, ha CMON négyzet!

A &(O, r) kordn az M és N pontok

atmérosen ellentettek, P az M és N végpontl

valamely koriv kézeppontja. A PM szakasz

felezomerdlegese a PM nagy korivet Q-ban
metszi, a PN szakasz felezémer6legese a PN

nagy korivet R-ben metszi. Hatarozzatok meg a

PQOR haromszog szogeinek mértékeét!

e Cercul



o A kor

G2 kiilss ponthol hizott érintd

Emlékezteto

1)
2)

3)
4)

5)

.

Adott 4 ponton végteleniil sok kor megy at.

Ha adott két pont, 4 és B, akkor végteleniil sok olyan kor 1étezik, amely tartalmazza mindkét pontot.
Ezen korok kdzéppontja az AB szakasz felezOmerdlegesén fekszenek.

Egy kor barmely harom kiilénb6z6 pontja nem kollinearis (nem egy egyenesen fekszenek).

Ha adott harom nem kollinearis pont, 4, B ¢és C, akkor egy és csakis egy kor 1étezik, amely mindharom
pontot tartalmazza. Az 4, B és C nem kollineéris pontokat tartalmazoé kort az ABC haromszog koriilirt
korének nevezziik, és ezen kor kozéppontja a haromszog oldalfelezd merdlegeseinek a metszéspontja.
Egy egyenesnek ¢és egy kornek legfeljebb két k6zos pontja lehet.

Egyenes és kor egymashoz viszonyitott helyzetei:

a kort nem metsz6 egyenes a kort érinto egyenes a kort metszé egyenes
(nincs k6zds pont) (egy kozos pont) (két kozds pont)
CO,R)Nd =0 A0,,R)Nd, = {4} GO, R)Nd,={4,, A}

M,=4,

d(0,.d)>R, d(0,d)=R, d(0,d) <R,

Fedezziik fel, értsiik meg!

1. tétel. A d egyenes akkor és csakis akkor érinti a G(O, r) kort az 4 pontban, ha d | OA.

Bizonyitds: Tekintsiik a d egyenest, amely a €(O, r), kort az 4 pontban érinti. Ellentmondésra val6
visszavezetéssel (reductio ad absurdum) bizonyitjuk, hogy d L OA4. Tételezziik fel az ellenkezdjét: d nem
merbleges OA-ra. Akkor 1étezik egy B pont a d egyenesen, Ugy, hogy OB 1. d, B € d.

Mivel OAB < =90° az OBA haromszog derékszogli, OA atfogd és OB befogd, tehat O4 > OB. Az A pont a
koron van, tehat a B pont a koron beliil helyezkedik el, ezért a d egyenesnek van még egy pontja a koron az
A-n kiviil. Ellentmondashoz jutottunk, tehat a feltételezés hibas, kovetkezésképpen d L OA.

Masrészt, az OA4 egyenes A pontjaban az OA4 egyenesre egyetlen d merdleges szerkeszthetd, tehat ez a
merbleges éppen az A pontban a kérhdz hazott érint6 kell legyen.

Egy kor adott pontjan keresztiil egyetlen érint htizhatd a korhoz. FeltevOdik a kérdés: 1étezik-e olyan pont a
sikban, amelyen keresztiil két érinté huzhatd ugyanahhoz a korh6z?

2. tétel. Egy C(O, r) koron kiviil fekvo tetszdleges A4 ponton at két érintd szerkeszthetd a korhoz: AM és AN.

Bizonyitas: Mivel az 4 pont a C(O, r) koron kiviil helyezkedik el, O4 > r. Az
A pontbol huzott érintd és a kor kozos pontjat megkapjuk, ha szerkesztiink

cgy

derékszog) az adott koron talalhato.
Tudjuk, hogy egy derékszog félkorbe irhatd, ezért megszerkesztjiik az

Az A pont és az érintési pontok altal meghatarozott szakaszok kongruensek.

M-
[ \

AO atfogdji derékszogli haromszoget, melynek a harmadik cstcsa (a
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AO atmérdju kort. Jeloljik Q-val a kdzéppontjat, tehat sugara R =%. Jeloljik M-mel és N-nel a két kor

metszéspontjait, tehat OMA <« és ONA <« derékszogek mint félkorbe irt keriileti szogek. AM és AN a kor érintdi.
Az OAM és OAN derékszoglh haromszogek kongruensek (OA4 kozds oldal és OM = ON, mint ugyanazon kor
sugarai), tehat MA és NA kongruens befogok.

Az OAM és OAN haromszogek egybevagdsaga alapjan kijelenthetiink még egy tulajdonsagot, amely hasznos
segédeszkoz bizonyos feladatok megoldasaban.

Egy kéron kiviil talalhato pontot a kér kdzéppontjaval 6sszekotd felegyenes a kiilsé pontbol huzhato érintdk altal
meghatarozott szog szogfelezdje. A 2. tételhez tartozo abran az AO félegyenes az MAN < szogfelezoje.

Alkalmazas

1. alkalmazas. Az ABC haromszogben AB = ¢, BC = a, AC = b. A haromszog szogfelez6i az [ pontban metszik
egymast. A szogfelez6 minden pontja egyenl6 tavolsagra talalhato a szog szaraitol, tehat 7 egyenlden tavol
fekszik a haromszog harom oldalatol. Jeloljiik ezt a tavolsagot r-rel, tehat d(1,AB) = d(I,BC) = d(1,AC) = r.
Megszerkesztjiik az I kozéppontu, » sugart kort. Ezt a kort az ABC haromszog beirt korének nevezziik.

A haromszog oldalai érintik a beirt kort az 4, € BC, B, € AC, illetve C| € AB pontban. Szamitsuk ki az 4B,
AC,, BA,, BC,, CA,, CB, szakaszok hosszat a, b, ¢ €s a haromszog félkeriilete fliggvényében!

Megoldas. A haromszdg oldalai €rintik a kort. Alkalmazzuk a 2. tételt: 4B, = AC,
BC =BA,, ¢s CA, = CB,. Bevezetjik az AB, = x, BC =y és CA =z jeloleseket.
A haromszog oldalai: a=y+z,b=x+z,c=x+y (1)

ABCA keriilete: ‘K =2x + 2y + 2z, félkeriilete p=x+y+z  (2).

Rendre kivonjuk a (2)-es azonossagbol az (1)-es azonossagokat, és a kovetkezo
eredményeket kapjuk 4B, =AC, =p—a,BC =BA, =p—-bés CA =CB =p—c.

2. alkalmazas. Az A4 kiilsé pontbol 44, és AD, érintéket htizunk a &(O, r), korhoz.

Vilasszunk egy C pontot az 4 AD, < belsejében, de a koron kiviil, €s szerkesszi}k meg

a C pontbdl a korhoz huzott CB, €s CC,| érintéket (B, €s C| az erintési pontok)! Ujabb

metszéspontok keletkeznek: {B } =44, N CB ¢s {D} =4AD, N CC,.

a) Készitsétek el a mellékelt abrat mértani felszerelés segitségével. Ugyeljetek az
adatoknak megfeleld szerkesztésre!

b) Igazoljatok, hogy az ABCD konvex négyszdgben AB + CD = BC + AD.

Megoldas. Az azonos szinili szakaszok kongruensek, mivel kiilsé pontbol a kdrhoz
huzott érintdk. Ebbol kdvetkezik, hogy AB + CD = BC + AD.

Egy kis torténelem:
A masodik alkalmazasban bebizonyitott
egyenldséget Henri Pitot francia mérnok
fedezte fel 1725-ben.

Henri Pitot 1695—1771 kozott élt. Henri Pitot
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3. alkalmazas. Az ABC < szdg csucsa az O kdzéppontl kordn talalhato, egyik szara a kor érintdje, a masik
pedig a kor egy hurja. Bizonyitsuk be, hogy az ABC <« mértéke egyenld a szog belsejében talalhato koriv
mértékének felével!

Bizonyitas. Az ABC sz6g BC széra B-ben ¢érinti a kort, a B4 szara pedig ugyanannak a kornek egy hurja. Harom
eset lehetséges: ABC <« hegyesszdg, tompaszog vagy derékszog.

1) ABC < hegyesszog. Mivel OBC < = 90°, kovetkezik,
hogy O ¢ Int (ABC <). Jeloljiik D-vel a B atmérdsen
ellentett pontjat, tehat BAD <« = 90° (félkorbe irt
keriileti sz6g). Az ABC < és ADB < potszogei azonosak
(ABD <), ebbdl kovetkezik, hogy kongruensek.

ADB <« keriileti szog, tehat ABC < = ADB< = %Zpﬁ.

2) ABC <« tompaszog, tehat a szog belsejében talalhato
korivaz ADB nagy koriv.

Jeloljik BE-vel a BC ellentétes félegyenesét! Az ABE <« hegyesszog, egyik szara érintd, a masik hur, tehat

1— 1 o = 1=
alkalmazhato ra az 1. eset. Kovetkezik, hogy: ABC < = 180°— ABE <« =180° — EAB = 5(360 - AB) = EADB.

3) ABC < derékszog. Ebben az esetben AB hur éppen atmérdje a kdrnek. Az ABC < belsejében az 4B félkor

talalhato, ennek mértéke 180°, tehat %ZB =90° = ABC < amit igazolni kellett.

4. alkalmazas. Az ABC szdg B csucsa egy koron talalhato, és BC szara a kor egyik hurja.
Ha ABC<«x = %E&' , akkor AB a kor érintdje, és B-ben érinti a kort.

Bizonyitas. Tételezziik fel az ellenkez6jét (red. ad abs.): AB nem érinti a kort B-ben.
Akkor létezik egy BA, egyenes, amely €rinti a kort B-ben. Az el6z0 alkalmazas

. | e~ .
szerint: 4 BC« = EBC = ABC<. Ebbdl kovetkezik, hogy a B4 €s BA, egyenesek
egybeesnek, tehat AB érinti a kort B-ben.

A 4. alkalmazas alapjan gyakran igazolni lehet, hogy egy egyenes érintdje egy
kornek: ha egy szog csucsa a koron talalhato, mértéke egyenld a belsé tartomanyaban elhelyezkedo kériv
meértékének felével, és a szog egyik szdara a kor hurja, akkor a sz6g masik szara a kor érintdje.

' Jegyezd meg!

L » Harom nem kollinearis ponton at egy és csakis egy kor fektetheto.

* Egy egyenesnek ¢és egy kornek legfeljebb két kozos pontja van.

* Egy egyenes akkor és csakis akkor érintdje egy kornek, ha merdleges egy sugarra, amelynek
tartdegyenesével a koron metszik egymast.

* A C(O, r) kor barmely kiils6 4 pontjabol at két érinté huzhato a korh6z. Az A pont és az érintési
pontok altal meghatarozott szakaszok kongruensek egymassal. )

vS



n Készitsétek el az alabbi kijelentéseknek

megfeleld abrakat, és irjatok le matematikai

jelekkel a kor sugaranak és kdzéppontjanak az

egyenestdl mért tavolsaga kozti relaciot:

a) az A kozéppontl kor sugara r, €s az a
egyenes nem metszi a kort;

b) a B kozéppontu kor sugara r, €s a b egyenes
érinti a kort;

c) a C kdzépponta kor sugara r, €s a c egyenes
két pontban metszi a kort.

Rajzoljatok egy C(O, r) kort és vegyetek fel

egy A pontot a koron kiviil! Hizzatok harom

egyenest az 4 ponton keresztiil: egyet, amely

nem metszi a kort, egy érint6t és egy metszo

egyenest! Jeloljétek meg az egyenesek és a kor

kozos pontjait, majd irjatok le az egyenesek és a

kor kozos pontjainak halmazat!

Rajzoljatok egy O kdzéppontl, r =3 cm

sugaru kort! Rogzitsetek egy 4 pontot a koron

¢s szerkesszétek meg a T4 érint6t a korhoz!

Egészitsétek ki az alabbi kijelentéseket:

a) «xT40=...°;

b)d(O, TA)=...=...

Tudjuk, hogy a C(O, r) kor sugara r = 0,4 dm ¢€s

d egy egyenes a sikban. Az O pont tavolsaga a d

egyenestol, centiméterben kifejezve x € N, x < 10.

Mondjatok példat x lehetséges értékére, ha a d

egyenes:

a) nem metszi a kort;

b) érinti a kort;

¢) metszi a kort!

cm.

M egy pont a G(O, r) korén, r =3 cm és és T
egy pont a koron kiviil. Tudjuk, hogy 7TM =4 cm
és 7O = 5 cm. Milyen helyzetli a TM egyenes a
C(0, r) korhoz viszonyitva?

V e=cos xtay

ﬁ

10,

(&4

21

a¥

Az A pont a &(O, r) koron kiviil helyezkedik el,
AB érinti a kort, B a koron talalhato, O4 = 18 cm
és OAB < = 30°. Hatarozzatok meg a kor
sugarat!

A C(O, r), koron kiviil talalhato B ponton
keresztiil meghtizzuk a BC és BD érintoket,

C, D € GO, r). Tudjuk, hogy OB =16 cm és a
COD haromszog egyenlo oldalu. Szamitsatok
ki:

a) BC és BD hosszat;

b) a B pont tavolsagat a CD egyenestol!

Az A, B és C pontok egy koron fekszenek

¢s AB=AC. Igazoljatok, hogy a korhoz az
A pontban huzott érinté parhuzamos a BC
egyenessel!

Az AB = 72°-0s korivet tartalmazé korhoz

az A-ban huzott érint0, az AB szakasz

felezomerdlegesét C-ben metszi.

a) Igazoljatok, hogy a CB egyenes a kor
érintdje!

b) Szamitsatok ki az ACB sz6g mértékét!

Az O kozéppontl, 8 cm sugarti kdron talalhatod

A és B pont altal meghatarozott kdriv mértéke

AB=120°. Az A és B pontban érintdket huzunk

a korhoz, ezek T-ben metszik egymast.

a) Hatarozzatok meg a 70 szakasz hosszat!

b) Ha AB N OT = {D}, igazoljatok, hogy
D=3 - DO.

A CG(O, r) kor AB és AC érintdi merblegesek

egymasra, B és C az érintési pontok. Az AO

egyenes a kort D-ben illetve E-ben metszi.

a) Hatarozzatok meg a BDCE négyszog
szogeinek mértékét!

b) Igazoljatok, hogy a D és E pontban a
korhoz huzott érinték parhuzamosak a BC
egyenessel!

o A kor
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52) Korbe irt szabalyos sokszogek

Az ember a legrégibb idoktdl igényli a szépet. A természetben is szdmos kiilonosen szabalyos és szép alakzatot
fedezhetiink fel. Tekintsiik az alabbi képeket:

tagolodnak, jellegzetes szimmetriat hozva létre.

Egy kis torténelem

Mar az okori geométerek is tanulmanyoztak, hogy miképpen lehet
felosztani a kort n egyenld részre csupan korzo és beosztas nélkiili vonalzo
segitségével. [smerték a megoldast, han =2, n =4, n = 8, altalanosabban,
ha n = 2¢ (ahol a nullatol kiillonb6z6 természetes szam), han =3, n= 75,

ha n két vagy tobb ilyen szam szorzata.

Karl Friedrich Gauf} (Gauss) nagy feltinést keltett 1796-ban, amikor
els6ként kozolte az n = 17 esetére vonatkozo megoldast.

A Disquisitiones Arithmeticae (1801) c. miivében tovabbi, addig ismeretlen
eseteket is megoldott

Emlékeztetd ™

Az egyenl6 oldalu haromszogben minden oldal és minden szog kongruens egymassal.

A négyzet minden oldala és minden sz6ge kongruens egymassal.

Kérdések:

1) Van-e mas sokszog, amelyben minden oldal és minden sz6g kongruens egymassal?

2) Melyek a k6z0s tulajdonsagai ezeknek a sokszogek?

3) Melyek azok a sajatos tulajdonsagok, amelyek megkiilonboztetik ezeket a sokszogeket egymastol?

Fedezziik fel, értsiik meg!

Karl Friedrich Gauf}

1. értelmezés Példak

Szabalyos sokszégeknek nevezziik az Szabalyos haromoldalu sokszog: egyenld oldalii haromszég.
olyan konvex sokszogeket, amelyeknek az Szabalyos négyoldalt sokszdg: négyzet.

oldalaik is, a szdgeik is kongruensek. Szabalyos 6toldalt sokszog: szabdlyos 6tsz6g

Szabdlyos hatoldalu sokszog: szabalyos hatszég.




2. értelmezés. Ha egy kor tartalmazza egy sokszog minden csucsat, a sokszog koré irt kérnek nevezziik.

3. értelmezés. Ha egy sokszog minden csucsa ugyanazon a koron talalhatd, korbeirt sokszognek nevezziik.

Vegyiik észre (egyelore bizonyitas nélkiil), hogy minden szabalyos sokszog korbe irhatd sokszog.

Példak: egyenlo oldalu haromszog, négyzet, szabalyos 6tszog, szabalyos hatszog.

' I D
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Az ABC haromszog Az ABCD négyzet Az ABCDE 6tszog Az ABCDEF hatszog
korbe irhato. korbe irhato. korbe irhato. korbe irhato.

Figyeljiik meg a fenti abrakat! Ervényesek az alabbi tulajdonsagok:

1)
2)

Egy szabalyos sokszdg kore irt kor kozéppontja egybeesik az oldalak felezémerdlegeseinek
metszéspontjaval.

Egy szabalyos sokszog kore irt kor kozéppontja egybeesik a csticsokbdl kiindulo szogfelezok
metszéspontjaval.

Egy szabalyos sokszog minden oldala a koriilirt kor egy-egy hurja.

Egy n-oldalu szabalyos sokszog cstcsai # kongruens korivet hataroznak meg.

Egy n-oldalu szabalyos sokszdg minden szoge kertileti szog ¢és a szarai altal kozrezart koriv n — 2 kongruens
korivbal all.

A kor kozéppontjat a csucsokkal 6sszekoté O4, OB, ... sugarak, a csicsoknak megfeleld szogek
szogfelezoi.

Feladat a portféliéba

a) Figyeljétek meg a fenti szabalyos sokszogeket, majd masoljatok le és egészitsétek ki az alabbi tablazatot!

Sokszo ABC haromszo ABCD ) el
& & négyzet szabalyos 6tszog szabalyos hatszog
oldalak AB, BC, AC AB, BC, CD, DE, EA
6k . . AC, AD, AE, BD, BE,
atlo nincsene BF. CE. CF. DF
szogek ABC, BCD, CDA, DAB

b) Bizonyitsatok be, hogy n =4, n =5 és n = 6 esetében, a szabalyos sokszog egy csucsabdl kiindul6 oldalai

¢s atloi n — 2 kongruens szdget hataroznak meg!
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Alkalmazas

1. tétel. Barmely » oldalt szabalyos sokszog esetén létezik egy kor, amely atmegy a sokszog minden csucsan.

Bizonyitas:

Jeloljiik a sokszoget 4 4,44, ... A nel,az 4 4,
felez8pontjait B, B, illetve B -mal.

Az A, A, ¢és A, pontok nem kollinedrisak, tehat egy haromszdg csucsait A
alkotjak. Az 4 4,4, haromszog koré irhato kor O kézeéppontja, a haromszog
oldalfelez6 merdlegeseinek a metszéspontja. Tehat OB, az 4 A, szakasz felezd A4, B 4,
merdlegese, OB, pedig az 4,A,. szakasz felez6 merGlegese. '

B
AR RN
A

A, és A A, oldalak

Az 4.4, oldal felez6 merdlegese is atmegy az O ponton. Az OB 4, €s OB, A, haromszdgek der¢kszogiiek, 04,

koz0s oldal, és B 4, = A,B, (mint kongruens szakaszok felei).

. . 1
Az atfogd-befogod egybevagdsagi eset alapjan OB A,A = OB A A, tehat OA4,B, <« = OA,B, < = EA1A2A3<I.

Az 04,4, egyenld szari haromszdg alapjan fekvo szogek kongruensek:
1 1 . . ;
OA,B,« = OA,B,« = 5 A 4,4, = §A2AZA4<I, tehat az 4,0 félegyenes az A,4,4, < szdgfelezdje.

Az OA,B, és OA B, haromszdgek 04, oldala koz6s, 4,B, = A,B, (kongruens oldalak felei), €s

OA,B, < = OA,B, <, mivel 4,0 szogfelezd. Az 0.5z.0. egybevagosagi eset alapjan O4,B,A = OA,B.A.
Kovetkezéskeéppen OB A, < = OB, A, < = 90° és A,B, = A,B, mindkett a sokszog egy-egy oldalanak fele.
Bebizonyitottuk, hogy OB, az 4,4, oldal felez6 merdlegese, tehat az O kozéppontu kor, amely atmegy az 4, 4,
¢s A, pontokon tartalmazza az 4, pontot is.

Ezt a gondolatmenet folytatva, szerre bebizonyithatd, hogy a szabalyos sokszog minden csucsa ugyanazon az O
kozéppontu, R = OA, sugart koron helyezkedik el.

Megjegyzés. A fenti tétel bizonyitasa faradsagos ugyan, de kival6 példaja egy logikai gondolatmenetnek.

Jegyezd meg!

[ * Szabalyos sokszognek nevezziik minden olyan konvex sokszoget, amelynek az oldalai is, a
szogei is kongruensek.

* Egy csticsbol kiinduld félegyenes, amely atmegy a koriilirt kor O kézéppontjan, azonos az
adott csticshoz tartozoé szog szogfelezdjével.

* A szabalyos sokszog barmely szogének szogfelezdje atmegy a koriilirt kor kézéppontjan.

« Egy n-oldalu szabalyos sokszog szogeinek dsszege (n — 2) - 180°.

» Egy szabalyos sokszog oldalfelez6 merdlegesei a sokszog koreé irt kor kdzéppontjaban futnak

0ssze.

* Egy n-oldalu szabalyos sokszog minden szogének mértéke n-2

-180°.

J




Rajzoljatok egy O kozéppontu, » sugaru kort és
rogzitsetek egy 4 pontot a koron. Vegyétek korzo-
nyilasba a kor sugarat és jeloljétek meg a koron az
A, B, C, D, E, Fpontokat, ebben a sorrendben gy,
hogy AB = BC = CD = DE = EF = r teljesiiljon!
Igazoljatok, hogy:
b) 4B =BC =CD = DE = EF = F4;
¢) az ACE haromszog és az ABCDEF hatszog
szabalyos!
Rajzoljatok egy O kozéppontu kort és a
kozépponton keresztiil az a és b egymasra
mer0leges egyenest! A kort az a egyenes A-ban
¢és C-ben, a b egyenes B-ben és D-ben metszi.
Igazoljatok, hogy ABCD szabalyos sokszog!.

Egy egyenl6 oldalt haromszog magassaga 9 cm.
Szamitsatok ki a haromszog koré irt kor sugarat!

Egy 144 cm? teriiletli négyzet cslicsai egy koron
fekszenek. Szamitsatok ki a kor atmérgjét!

Egy szabalyos hatszog keriilete 108 cm, csucsai
egy koron fekszenek. Szamitsatok ki a kor
sugarat.

Rajzoljatok egy ABCD téglalapot, amelyben

AB=4cmés ABD< = 60°.

a) Bizonyitsatok be, hogy 1étezik egy kor,
amely athalad a téglalap 0sszes csucsan!
Hatarozzatok meg a sugarat, majd rajzoljatok
is meg a kort!

b) Az AD oldal felezémer6legese E-ben és
F-ben metszi az a) alpontban megrajzolt
kort. Igazoljatok, hogy ABFCDE szabalyos
hatszog!

Az ABC egyenld oldalil haromszdg minden
oldalat felosztjuk harom kongruens részre, az
abranak megfeleléen. Dontsétek el, hogy a
kiszinezett sarkok eltdvolitasa utan megmaradt
sokszog szabalyos-e?

E A DEFG négyzet minden oldalat felosztjuk

harom kongruens részre, az dbranak
megfeleléen. Dontsétek el, hogy a kiszinezett
sarkok eltavolitasa utan megmaradt sokszog
szabalyos-e? Indokoljatok is a valaszt!

D % & C
Q7/ \Q4
(05 0,
A

0,0

Tekintsiik az ABC, ACD, ADE, AEF, AFG

egyenld oldalu haromszogeket, melyek belsd

tartomanyai paronként diszjunktak (nincs k6zos

belsé pontjuk).

a) Dontsétek el, hogy a BCDEFG hatszog
szabalyos-e? Indokoljatok meg a valaszt!

b) Milyen tipusu négyszog az ABCD és az EFGB?

Az MNPQRS szabalyos hatszogben

MP =83 cm. Szémitsétok ki a hatszog koriilirt
korének sugarat!

Az ABCD téglalap oldalai AB = a cm, BC = b
cm. A téglalap oldalaira, a téglalapon kiviil négy-
zeteket szerkesztiink.

a) Bizonyitsatok be, hogy a négyzetek
kozéppontjai egy szabalyos sokszog
csticsaiban vannak!

b) Szamitsatok ki ezen sokszog koriilirt korének
sugarat!

A ©(O, r) korbe szabalyos n-oldali sokszdget

irunk, n > 3. A sokszog egyik oldala 4 4,

Szamitsatok ki az A4 A, kériv mértékét, ha

ne{3,4,5 6}.

Az MNPQRS szabalyos hatszogben 4, B, C és D

az MN, PQ, QR illetve SM oldalak felezopontjai.

a) Szamitsatok ki az AC és BD egyenesek altal
bezart szoget!

b) Milyen tipust négyszog az ABCD?

Az ABCDEF szabalyos hatszog a C(O, r) kor-

be irhat6. Az A és C pontban érintdket huzunk a

korhoz, ezek T-ben metszik egymast. Bizonyit-

satok be, hogy:

a) TAC egy szabalyos sokszog;

b) OB = BT.

o A kor
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5.3) AKOor keriilete és a korlap teriilete

Egy O kozéppontt, R sugaru kordn felvessziik az 4 és B pontot. Meg szeretnénk hatdrozni a kor keriiletét, ami

nem mas, mint az ABA koriv hossza. Az eddig tanult ismeretek alapjan ez a feladat nem oldhaté meg, de egy
kisérlettel kozelebb juthatunk a megoldashoz.

Fedezziik fel, értsiik meg!

Egy pénzérme peremén megjeldliink egy pontot.

Elgorditjiikk az érmét egy egyenes mentén, majd megmérjiik
annak a szakasznak a hosszat, amely a megjeldlt pont és az
egyenes elsd taldlkozasi pontjatél a masodik taladlkozési
pontjaig tart.

Kiszamitjuk a mért szakasz és a pénzérme atmérdjének aranyat:
az eredmény 3,1 és 3,2 k6zé esik.

Tobbszor megismételjiik ezt a kisérletet, kiillonbozé méretli kdrokkel, és azt talaljuk, hogy a végeredmény
(a kiszamitott arany értéke) mindig ugyanaz, fiiggetleniil a pénzérme atmérgjétol.

Ezt az allando aranyt a gorog « betiivel jeloljik, ami a gorog ,,perimetros” (keriilet) sz6 els betlije, és
pinek ejtjik. Irracionalis szam (végtelen, nem szakaszos tizedes tort), kozelitd értéke m = 3,1415926535... .
Rendszerint két tizedesnyi pontossaggal hasznaljuk: © = 3,14.

Kdovetkezesképpen, az R sugar( kor keriiletéta K, =2 - - R képlettel szamithatjuk ki.

Ez a képlet a teljes kor, tehat a 360°-os koriv hosszara vonatkozik.

A C(O, R) kor tetszbleges AB korivének hossza egyenesen aranyos a koriv fokban mért mértékével, tehat
AB  360°
g " 2.7-R’
Ha A és B két adott pont a koron, az altaluk meghatarozott két koriv hossza:
n-R-AB m-R-AOB<X
180°  180°

—a (0, R) koron az AB kis koriv hossza: L=

—a (0, R) koron az AB nagy koriv hossza:
. mR-AB_m-R-(360°~AB) m-R-(360° — A0B<)
4B 180° 180° 180° '

Példa. Szamitsuk ki a G(O, R) koron egy 60°-o0s keriileti szog szarai altal kdzrezart koriv hosszat!

A BAC keriileti sz6g mértéke: BAC< = %73@, tehdt BC =2 - 60° = 120°.

Mivel BC = 120 = 360 kovetkezik, hogy LBAC = 2'TE'R.
e Lge 2mR 3

Megjegyzés. A koriv mértéke és a koriv hossza egyenesen aranyos mennyiségek, ezért a koriv hossza
kiszamithat6 egyszerli harmasszaballyal is.

1. értelmezés. O kdozéppontu, R sugaru kérlapnak nevezziik a &(O, R) kor
belso pontjainak ¢és kor pontjainak az egyesitett halmazat.



A korlap teriilete egy olyan képlettel szamithato ki, amely nem bizonyithat6 az altalanos iskolaban tanultak alapjan.

Kozelitoleg becsiiljiik a korlap teriiletét ugy, hogy kongruens kozépponti szogek segitségével 2n darab egyforma

korcikkre bontjuk. Valasztunk egy ésszerti értéket, pl. 2n = 28-at, és ugyanennyi egyenldé mértékli kdzépponti

szoget szerkesztlink. Az atmérd egyik oldalan talalhato korcikkeket pirosra, a masikon zoldre festjiik, majd kifejtjiik

oket egy egyenes mentén ugy, hogy a korcikkek ,,alapjai” ellentétes oldalon legyenek (lasd a lenti abrat). Ezutan a

korcikkeket egybekapcsoljuk (6sszecsusztatjuk), az eredmény egy ,,majdnem” paralelogramma (ha » nagyon nagy,

ez téglalaphoz kozelit). A paralelogramma egyik oldaldnak hossza egyenld a félkor hosszaval, magassaga pedig

megkozelit6leg a kor R sugaraval. Tehat a paralelogramma teriilete megkozelitdleg egyenld w - R*-tel.

A korlap teriiletének képlete:

T=m R

Megjegyzés: a kérlap teriilete kifejezés
helyett rendszerint a kor
teriilete kifejezést hasznaljuk

o A kor

2. értelmezés: A C(O,R) kor AB korive és az 04 és OB sugara altal hatdrolt sikidomot, a hataraival egyiitt,
korcikknek nevezziik.

Abrazoltuk az elsé korben az 04, és O B, sugar, valamint az
A, B, kis koriv altal hatarolt korcikket, a masodik korben pedig
az 0,4, és O,B, valamint az 4, B, nagy koriv altal hatarolt
korcikket.
A korcikk teriilete egyenesen aranyos a hozza tartozo koriv
mértékével.

— ° ‘R*>- 4B
Az A B, kis korivhez tartozo korcikk teriilete: _AB = 360 L kovetkezik, hogy T, ¢ 5 = u
408 TR 360
Az A4,B, nagy korivhez tartozo korcikk tertiletét gy kapjuk meg, hogy a teljes kor teriiletébdl kivonjuk az
— ‘R*>-4.B
A,B, kis kérivhez tartozo korcikk teriiletét 7 5, =R I %

n-R*-4,B,

Az 4,B, nagy kérivhez tartozo korcikk teriilete: 7, , , =7 R* - , a képletben az A4,B, kis koriv

szerepel. 360°
Megjegyzés. A koriv mértéke és a korcikk teriilete egyenesen aranyos mennyiségek, ezért a korcikk teriilete

kiszamithat6 egyszerli harmasszaballyal is.

Y/
SN/
B

1. alkalmazas. Négy félkorbol allo csigavonalat rajzoltunk, a félkdrok sugara
rendre 2°, 21, 22, 2° egység. Szamitsuk ki a csigavonal hosszat!

Bizonyitas. A piros félkor sugara 1 egység, a kek félkore 2, a zoldé 4, végiil a lila
félkor sugara 8 egység.

A teljes csigavonal hossza: L=n+2-n+4-nt+ 8 n=15m.

2. alkalmazas. Adott a G(O, R) kor és A egy kiils6 pont. Az 4-bol hizott érinték
a kort a B illetve C pontban metszik és egymadssal 60°-os szoget zarnak be.

Szamitsuk ki az érinték és a Z}Z’ kis koriv altal hatarolt sikidom teriiletét!

Megoldas. A keresett teriiletet gy szamitjuk ki, hogy kivonjuk az ABOC A

négyszog teriiletébdl a BC kis koriv altal meghatarozott korcikk teriiletét. Mivel
AB=AC és BO=CO, az AOB és AOC derékszdgli haromszogek kongruensek. C E'
Kovetkezik, hogy 40 a BAC <« szogfelezbje és T, =2 T

ABOC ABO"

Az AOB haromszogben az OB befogdoval szemben fekvo szog 30°-0s, ezért AO=2-OB=2-Rés AB=R J3.
T,.=2T,, =288 pgp
2

ABOC A4



Az ABOC négyszogben kiszamitjuk a BOC sz0g mértékét: BOC <« =360° — ABO«x —ACO<« — BAC<« =120°.
Mivel a BOC <« kdzépponti szog, a BC kis koriv mértéke is 120°. A BC -hez tartozo korcikk teriilete:
2 o
7-R°-1200 =©-R

kéreikk

2

360°

Jegyezd meg!

2
= 3 a keresett sikidom teriilete 7'= R? \/5 — % =R? [\/g — %]

* Az R sugart kor keriiletét az: ‘K, =27 R képlettel szamitjuk ki.

* A @ (O,R) koron egy koriv hossza egyenesen aranyos a koriv mértékével.

* Az R sugar( korlap teriiletét a 7, = m- R* képlettel szamitjuk ki.

* A @ (O,R) korben egy korcikk teriilete egyenesen aranyos a hozza tartozo koriv mértékével.

7

J iy Gyakorlatok, feladatok

Készitsetek elé egy korzot, egy beosztasos
vonalzét, egy 35 cm-nél hosszabb madzagot
vagy zsinort (ne legyen nyujthato!) és egy ollot.
Rajzoljatok egy » = 5 cm sugara kort. Jeloljetek
meg A-val egy pontot a korén. A zsinoér egyik
végét rogzitsétek az 4 pontra, majd fektessétek
végig a minél pontosabban a kdrdn, amig visszaér
az A pontba. Vagjatok le a fel nem hasznalt
végét. Mérjétek meg az igy kapott zsinort, és
hasonlitsatok 6ssze a kapott eredményt 107 -vel!
Hasznaljatok a m ~ 3,14 kozelito értéket.

Szamitsatok ki a tanult képlet alapjan a kor
keriiletét, ha a sugara: 10

a) 5 cm; b) 7,5 cm; c) — cm.
T

Hatarozzatok meg egy kor atmérdjét, ha a
kertilete:

a) 14w cm; b) 5 dm.

Szamitsatok ki egy kor teriiletét, ha a sugara:

a) 6 cm; b) % cm; c) T cm.

Egy kor teriilete 4,84 © cm?. Hatarozzatok meg
a kor atmérojét!

Egy kor keriilete 36 © cm. Szamitsatok ki az
altala hatarolt korlap teriiletét!

A T és k valos szamok egy kor teriiletét illetve
keriiletét fejezik ki, cm?-ben illetve cm-ben
mérve. Hatarozzatok meg a T és k szamokat, ha
T 5 |

k 2

AC(0,r)és C(0,r,) kor sugarar =17 cm

illetve r, =21 cm.

a) Mennyivel nagyobb a €, kor keriilete a €,
kor kertileténél?

b) Szamitsatok ki a két kdrvonal altal hatarolt
sikidom (korgytrii) teriiletét!

Az A, B és Cponta € (O,r) koroén gy

helyezkedik el, hogy AB=120° és Caz AB

nagy koriv felezopontja. Ha 4D L BC, D € BC
és AD = 18 cm, szamitsatok ki a kor keriiletét!

Az EFGH négyzet csucsai a € (0,r) koron

fekszenek, és a kor kozéppontjanak tavolsaga

az egyik oldaltol 42 cm. Szamitsatok ki

a négyzet koré irt kor sugarat, keriiletét és

tertiletét!

Az ABCD téglalap csticsai az O kdzéppontu

ko6ron vannak, és AC =2 - BC.

a) Igazoljatok, hogy a téglalap atloi az O
pontban metszik egymast!

b) Tudva azt, hogy az AOD haromszog teriilete
YNE) cm?, szamitsatok ki a kor kertiletét és
teriiletét!

Az A, B és C pont a C(O,r) koron talalhatd agy,

hogy AC egy félkor és AB =120°.

Ha BC = 16 c¢m, szamitsatok ki az O

kozéppontl, r sugart kor teriiletét!



=

Az AB és BC szakaszok egymasra merdleges
harok a € (O,r) korben, és AB=BC = J2m.
Szamitsatok ki a kor keriiletét!

Az A, B, C és D kollinearis pontok ebben a
sorrendben helyezkednek el, és centiméterben
kifejezve AB=BC—-1=CD-2=3.Hak,k, és

1272

k, az AB, BC illetve CD atmérdjli kor kertilete,

szamitsatok ki az 4= ky + ky + ks
ky+ky ky+k kg +k,

kifejezés értékeét!

Az abran az ABCD négyzet és a C (O, r) kor
lathato. A kiszinezett feliilet teriilete 87 cm?.
a) Szamitsatok ki a kor keriiletét és a négyzet
teriiletét!
b) Hatarozzatok meg annak a sikidomnak
a teriiletét, amelyet Gigy kapunk, hogy a
négyzet belsd tartomanyabdl eltavolitjuk a
kiszinezett feliiletet!

D ¢

A B

Az ABC haromszogben 4 < = 60°, AB = x,

AC=2x.

a) Fejezzétek ki x fiiggvényében az ABC
haromszog koré irt kor sugarat!

b) Az el6z6 alpontban kapott eredmény alapjan,
szamitsatok ki az ABC haromszog koré irt
kor kertiletét és teriiletét!

Egy korlapbol kivaghatd legnagyobb négyzet

teriilete 32 cm?. Hatarozzatok meg a korlap

tertiletét!

Egy kor alaku kark6t6 sugara 4 cm. Az éksze-

rész kivag beldle egy 90°-os 4B korivet, majd

az A és B pontot ujra Osszeilleszti gy, hogy
szintén kor alaku, de kisebb karkoté keletkez-
zen. Szamitsatok ki az 0j kor kertiletét és az
altala meghatarozott korlap teriiletét!

V e=cos X1gy

m Az abran egy viragagyas alaprajza lathato.

A kiszinezett feliiletre virdgokat {iltetnek,
a maradék helyre gyepet telepitenek.
Tudjuk, hogy ABCD négyzet és az

0,0,, 0,0;, 0,0,, 0,0, kérivek az 4, B, C
illetve D kozépponti, egyenld sugaru korokhoz
tartoznak. Dontsétek el, melyik teriilet nagyobb:
az, amelyre viragot iiltetnek, vagy az, amelyre
gyepet telepitenek?

D 0, C

A 0 B

2

Az O kozéppontd, R = 6 cm sugara kor 4B
atmérdjénekellentétesoldalaira, megszerkesztjiik
az OA és OB atmérdju félkoroket.

A ‘ ."/ B

Hatarozzatok meg a bevonalkazott alakzat
teriiletét és a hatarat alkoto korivek dsszhosszat!
Az abran lathat6 virdgminta ugy késziilt, hogy
egy 8 cm oldalhosszusagu négyzet minden
oldalara szerkesztettiink a kor belsejében
egy-egy félkort.

Hatarozzatok meg a viragmintat képezo korivek
hosszéanak 0sszegét és a viragminta teriiletét!

o A kor




o A kor

Ismeretfelméro

Hivatalbol: 10 pont

L Ird ki az egyes feladatokhoz tartozé egyetlen helyes vdlasz betiijelét!
5p | 1. Egy kor keriilete 1 cm. A kor atmérdje:
A. 2cm B. 0,5cm C. lcm D. 1,5cm
5p |2. Ha egy kor sugara V2 dm, akkor a teriilete:
A. 2ndm’ B. 2mdm’ C. ndm’ D. 2J2ndm’
5 _ iy
P 3. AzABCegyenld oldalt haromszog csticsai egy 15 cm sugarti koron helyezkednek el. Az AB koriv hossza:
A. 5mcm B. 10w cm C. 15nmcm D. 20m cm
5p | 4. Egy korcikk teriilete nyolcadrésze azon kor teriiletének, amelybdl szarmazik. A korcikkhez tartozo
kozépponti szog mértéke:
A, 90° B. 60° C. 35° D. 45°
o 5. Az ABCD négyzet egy 20 cm sugari korbe van beirva, és P az 4B kis kériv felezépontja.
A PC kbriv hossza:
A. 10w cm B. 15mcm C. 20w cm D. 40m cm
6. AzAA4,.. A szabélyos/sc&s\zég, n > 3, csucsai egy koron vannak.
ap a) Han=3,akkor az 4,4, 4; koriv mértéke:
A. 60° B. 90° C. 120° D. 240°
ap b) Han =4, akkor az @ koriv mértéke:
A. 90° B. 120° C. 180° D. 240°
ap ¢) Han=6, akkor az 2/1—4;5 koriv mértéke:
A. 240° B. 120° C. 180° D. 90°
II.  [rd le a feladatok részletes megolddsat!
1. Az A, B, C, D pontok kollinearisak, AB =3 cm, BC =5 cm,
CD=8cm,a BC, ACés AD kérivek pedig félkorok.
5p a) Szerkeszd meg mértani felszerelés segitségével a feladat A C D
adatainak megfeleld abrat!
5p b) Szamitsd ki a pirosra szinezett sikidom tertiletét!
5p ¢) Szamitsd ki a kékre szinezett alakzat teriiletét!
10p d) Szamitsd ki a BCAD csigavonal hosszat!
10p | 2. Az ABCD négyzet oldalaira, a négyzeten kiviil MAB, NBC, PCD ¢és QDA egyenl6 oldalt
haromszdget szerkesztiink. Igazold, hogy MNPQ szabalyos sokszog!
3. Az MNP egyenld oldali haromszog oldalaira, a haromszogon kivill MNBA, NPDC és PMFE
négyzetet szerkesztiink.
5p a) Szamitsd ki az ABCDEF sokszog szogeit!
10p b) Allapitsd meg, hogy az ABCDEF sokszog szabélyos-e? Indokod a vélaszt!




Haromszogek
1asonlosaga

6.1. Aranyos szakaszok. Az egyenl6 kozii parhuzamosok tétele

6.2. Thalész tétele. Thalész tételének forditott tétele. Szakasz felosztasa
aranyos részekre

6.3. Hasonl6 haromszogek. A hasonldsag alaptétele. A haromszogek
hasonldosagi esetei

Sajatos kompetenciak:



* Haromszogek hasonlosaga

Aranyos szakaszok.

Az egyenl6 kozii parhuzamosok tétele

Arényos szakaszok

Emlékezteto

ab,b,...,b,neN,n>2,valos szamokkal ha % = Z—z = Z—3 = ... = Z—" =k. Az aranyok kozos
L I ] n
értékét, a k szamot, hasonlosagi allandonak (tényezdének), vagy hasonlosagi aranynak nevezziik.
2) Egy haromszog oldalfelez6i egy pontban metszik egymast. A metszéspontot a haromszog
sulypontjanak nevezziik és mindegyik oldalfelezon kétharmad részre van a csucstol és egyharmad

\_ részre az alaptol.

N

1) Azt mondjuk, hogy aza,, a,, ..., a, valos szamok egyenesen aranyosak (vagy egyszeriien aranyosak)

Oldjuk meg figyelmesen!

Feladat. Andras kalitkat szeretne épiteni a madaraknak, egyenld hosszusagu, fabol késziilt
léceket hasznalva. A haziko tervrajza a mellékelt dbran lathat6. Hogy tudja elkésziteni Andras

a kalitkat, ha rendelkezésére all egy 3m hosszisagh 1éc?
Megoldas. A tervrajz alapjan megszamolja, hogy 16 1écre van sziiksége. Andras tudja, hogy ha

a lécek 0sszhosszlisagat (L) elosztja egy léc hosszusagaval (/), 16-ot kap eredményiil, vagyis -----------

16= é Mivel a rendelkezésre allo 1éc 3 m hosszasagu, tehat L <300 cm, ezért szeretné tudni a

legnagyobb / hosszisagot centiméterben, egész szammal kifejezve. Andras a kovetkezoképpen jar el: a rendel-
kezésre allo 1éc hossza 3 m = 300 cm. Mivel a sziikséges 16 léc egyenld hosszusagu kell legyen, ezért elosztja
a 300-at 16-tal, és azt tapasztalja, hogy a lécek legnagyobb hosszusaga (egész szammal kifejezve) 18 cm lehet.

Andras 18 cm hosszisagu léceket vag a 3 m hosszisagu 1écbdl és megépiti a kalitkat.

Megjegyzés. Andras 288 cm-t fog felhasznalni a rendelkezésére allo 300 cm-bol. A sziikséges lécek szamat a
két szakasz hosszusaganak ardnya adja meg, ugyanazzal a mértékegységgel kifejezve: a felhasznalt lécek

Osszhosszusaga és az egyik léc hosszanak aranya.

1. értelmezeés. Két, ugyanazzal a mértékegységgel mért szakasz ardnya egyenld a szakaszok hosszanak az

aranyaval.

1. alkalmazas. Szamitsd ki az AB és CD szakaszok aranyat
tudva, hogy a szakaszok hosszat ugyanazzal a mértékegységgel y

B
kifejezeve, az AB szakasz 16 egység, a CD szakasz 10 egység.
. , AB 16 C D
Az AB és CD szakaszok aranya — =—=1,6.
CD 10

2. alkalmazas. Hatarozd meg a mellékelt 4bran lathaté bankkartya méreteinek | \&(=lli€7@
aranyat egy tizedesnyi pontossaggal tudva, hogy a kartyat koriilhatarold
téglalap hosszusaga 8,6 cm, valamint a szélessége 5,4 cm.

CD 54 J DOE

4 1234 5L78 S012 3uSk
Megoldds: — = =1,6.... Ez a szam megkozelitéleg az w9 06/16

mivészetben is gyakran megjelenik, természetes egyensulyt teremtve a szimmetria és az aszimmetria kdzott.



Fedezziik fel, értsiik meg!

2. értelmezés: Azt mondjuk, hogy az 4 B, A,B,, A,.B., ... , A B szakaszok aranyosak a C D , C,D

1715727227733 272
C.D,,...,CD _,neN,n2>2,szakaszokkal ha a hosszusaguk (egyenesen) ardnyos, vagyis:

C,D, C,D, CD, ~ C,D,
allandonak nevezzik.

= k. Az aranyok kozos értékét, a k szamot, hasonldsagi

* Haromszogek hasonlosaga

Példa: I[gazoljatok, hogy az ABC haromszdg csucsai és a haromszog G sulypontja altal A
meghatéarozott szakaszok ardnyosak a sulypont és a BC, AC és AB oldalak 4,, B, illetve
C felezOpontjai altal meghatarozott szakaszokkal. Hatarozzatok meg a hasonloséagi aranyt.
Megoldas: Az AA,, BB, CC, szakaszok a haromszdg oldalfelezdi, valamint G a sulypontja.
Ekkor G € 44, ¢s AG = EAAP GA, = g AA,. Hasonloan a masik két oldalfelezd eseten is. 5

2
— AA
. A ! cy A B .
Azt kapjuk, hogy A6 =3 -2 éserck analogiai, tehat G = G = cG = 2. A hasonlosagi arany: k= 2.
1 G4, GB, GC
! 3 A4, 1 1 1

Alkalmazas

Megallapitottuk, hogy barmely két szakasz esetén meghatarozhat6 az aranyuk (a szakaszok hosszanak aranya, ugyanazzal
amértékegységgel kifejezve), amely egy pozitiv valds szam. Feltevodik a kérdés: adott AB szakasz és k pozitiv valos szam
esetén létezik-e olyan C pont az 4 és B pontok altal meghatarozott egyenesen, amelyre az AC és BC szakaszok aranya k?

1. tétel. Barmely & pozitiv valos szam esetén létezik egyetlen olyan C pont az 4B szakasz belsejében,
AC
amelyre — =k.
BC

AC k ahonnanACzL-AB. A C

= B
AC+BC k+1 k+1 *

AC
Bizonyitas: Mivel — =k 1
Y BC gy

Mivel % <1 ezért barmely k pozitiv valos szam esetén kapjuk, hogy a C pont rajta van az AB szakaszon. Sot,
+

. k .
egyetlen olyan C pont 1étezik az AB szakaszon, amely ——- AB tavolsagra van az A ponttol. Sajatos eset: k= 1
esetén a C pont az AB szakasz felezGpontja. k+1

2. tétel. Barmely k # 1 pozitiv valos szam esetén l1étezik egyetlen olyan C pont az AB szakasz

. . — Aererdi AC
tartdegyenesén, a szakasz kiils6 tartomanyédban, amelyre ol k.

Bizonyitas: A alabbi két eset lehetséges:

1) k>1,estén AC > BC, és C pont az AB, szakasz kiils6 taromanyéaban A B C
van. Ez csak akkor lehetséges, ha a pontok az A—B—C sorrendben o -
helyezkednek el.

AC - BC = k-1 aranyparral, ahonnan BC = L AB.
BC 1 1 k-1
Tehat a C pont a B4 félegyenessel ellentétes félegyenesen helyezkedik el i1 AB tavolsagra a B ponttol.

A
Az B_g = k aranypar egyenértékii az

2) 0<k<1,esetén AC < BC, és a C pont az AB szakasz kiils6 taromanyaban van. Ez csak akkor lehetséges, ha
a pontok a C—4-B. sorrendben helyezkednek el.

Mindkét esetben a C pont egyértelmiisége a szerkesztésbol adddik.

Kovetkeztetés: Barmely k # 1 pozitiv valos szam esetén letezik az 4 €s B ponttal kollinearis C, és C, pont, egyik

az AB szakasz belsejében, masik pedig a szakasz meghosszabitasan, ezek az AB szakaszt k aranyban osztjak.

k<1 k=1 k> 1 |adh
4 B y B y B

C C C C C

2 1 1 2




* Haromszogek hasonlosaga

3. alkalmazas: Az 4 és B telepiilés kozotti 24,5 km hosszusagu egyenes Utszakaszon egy P munkapont
talalhato, és a P4 és PB tavolsagok aranya 0,75. Hatarozzatok meg a munkapont tavolsagat a telepiilésektol
kiilon-kiilon.

P4

Megoldas: A feladat adatai alapjan irhatjuk, hogy P4 + PB = 24,5 és B = % Szarmaztatassal kapjuk, hogy

PA

PA+PB 3+4 24,5
Tehat a munkapont tavolsaga a telepiilésektdl 10,5 km illetve 14 km.

Jegyezd meg!

vagyis P4 = %, ahonnan P4 = 10,5 és PB = 14.

* Két, ugyanazzal a mértékegységgel mért szakasz aranya egyenlo a szakaszok hosszanak az aranyaval.
* Barmely & # 1 pozitiv valos szam esetén Iétezik az 4 €s B ponttal kollinearis C, €s C, pont,
egyik az AB szakasz belsejében, masik pedig a szakasz meghosszabitasan, ezek az AB szakaszt k

aranyban osztjak.

* Ha a C pont az AB szakasz felezopontja, akkor ez a pont a szakaszt k = 1 aranyban osztja.

~

J

o

J O Gyakorlatok, feladatok

Figyeljétek meg a mellékelt abrat, majd
hatarozzatok meg a kovetkezd aranyok értékeit:
AM MB CN NC

AB’ AM’ CD’ ND’
A M B
C N D

Hatarozzatok meg az AB és CD szakaszok
aranyat a kovetkezo esetekben:
a) AB =25 mm, CD = 15 mm;
b) AB=0,17 m, CD = 510 mm.
Az A, A, ..., A, pontok a PQ szakasz
belsejében helyezkednek el ebben a sorrendben,
11 kongruens részre osztva a szakaszt.
Hatarozzatok meg a kdvetkezd aranyok
értékeit: %, P—Q, ﬁ

PO’ A4 A4,
Rajzoljatok egy 6 cm hossziisagu CD szakaszt.
Ha az E pont a CD egyenesen talalhato,
hatarozzatok meg az EC és ED szakaszok

. E ED .
hosszat, majd az EC €s —— aranyok értékeit a
CD CD

kovetkezd esetekben:

a) Az E pont a CD szakaszon van és EC = 2ED;

b) Az E pont a CD szakaszon kiviil van és
CE=9cm.

A O origoju szamegyenesen a mellékelt abra
szerint felvessziik az A, B és C pontokat. Ha
tudjuk, hogy az egység 1 cm, szamitsatok ki:
A 0 B C
-1+l
a) az AO, BO, BC szakaszok hosszat.

b) az 40 40 BO 4B aranyokat.

BO’ CO’ AC’ BC
Az ABC haromszogben jelolje D és E az AB
illetve AC oldalak felezépontjat. Szamitsatok ki
, AD EC Ky
DB AC’ K 4p¢
Az MN szakaszon tekintjiikk a C pontot gy,

CM 2
hogy —— =—. Ha tudjuk, hogy MN =14 cm,
gy N 3 1 gy

aranyok értékeit.

szamitsatok ki a CM és CN szakaszok hosszat.

Az AB = 84 mm hosszusagu szakaszon
tekintjiik a C pontot tigy, hogy 7 - AC =4 - AB.
Hatarozzatok meg a BC szakasz hosszat, majd a

BC
—— arany értékét.
AC

A d egyenesen tekintjiik az 4, B, C pontot gy,
A 2

hogy AB =15 cm és Ac =—.
BC 3

a) Szamitsatok ki az AC és BC szakasz hosszat.

b) Allapitsatok meg a pontok sorrendjét a d

egyenesen.



Az egyenld kozii parhuzamosok tétele

1. értelmezés. A d, és d, parhuzamos egyenesek kozotti tavolsagot az 4B A d,

szakasz hossza adja meg, ahol 4 € d, és B € d,, valamint AB 1 d.

Ad,

¢s d, parhuzamos egyenesek kozotti tavolsagot jeldlje d(d, d,). d,l d
1 2

Eszrevétel: Két parhuzamos egyenes kozotti tivolsagot az egyik egyenes H d,

egy tetszéleges pontjanak a masik egyenest6l valo tdvolsaga adja meg. B
Hasznaljuk a kovetkez6 jelolést d(d

d,
2. értelmezés. Ad || d, |l d|l ... 11 d ,n € N, n>3, parhuzamos egyenesek d,
sorozatat egyenlé kozii parhuzamosoknak nevezziik, ha ds
d(d,d)=d(d,,d)=d(d,,d)=...=d(d _.d). - d,
Példa: A 1étra fokai egymassal parhuzamos egyeneseken helyezkednek el, .
amelyek egyenld tavolsagra vannak egymastol. d,_,
d,
Fedezziik fel, értsiik meg! Ja, \s
d,
Az egyenlé kozii parhuzamosok tétele IAZ \BZ d,
Egyenlo kozii parhuzamos egyenesek barmely szelon kongruens szakaszokat As B, d
hataroznak meg. A, B, d
. 4
Masképp fogalmazva: had |l d, |l d, |l ... || d, parhuzamos egyenesek egy .
szelon kongruens szakaszokat hatdroznak meg, akkor barmely més szelon « Ia B
kongruens szakaszokat hataroznak meg. i " d,y
_JA, \B.
! T
Alkalmazas a b
Az egyenl6 kozl parhuzamosok tételének egy gyakorlati alkalmazasa a
szakasz felosztasa n egyenlo részre (n € N, n > 2).
Alkalmazas: Hatarozzatok meg csak korz0 €s vonalzo segitsegével a D, D,, ..., D_,n € N, n > 2, pontokat
az AB szakszon ugy, hogy AD, =D D,=D,D,=...=D .D =D B.
Megoldas: Kovetkezoképpen jarunk el:
1) Egy 4 kezddpontu felegyenesen korzd segitségével megszerkesztjik azn 4 DD, D, D, D, g
kongruens szakaszt, tehat AC =C C,=C,C,=...=C _ C.
2) AC,C,...,C |, pontokon keresztul parhuzamosokat htzunk a C B

AD =DD,=DD,=..=D D =D B="2 mivela
= n

d)=d(A4,d)=d(B,d)=A4B. d(d,, d,)=AB

1272

egyenessel, amelyek az AB félegyenesta D, D,, ..., D . pontokban
metszik. Ezek a pontok az AB szakaszt n egyenlo részre osztjak, vagyis

n=2" n-1

parhuzamosok az a szel6n kongruens szakaszokat hatdroznak meg.

Jegyezd meg!

Egyenlo kozii parhuzamos egyenesek barmely szelon kongruens szakaszokat hataroznak meg.

* Haromszogek hasonlosaga



* Haromszogek hasonlosaga

n Egy négyzethalos lapon egy b egyenest

rajzolunk. A mellékelt abra alapjan a vizszintes
vonalak a b egyenesta P, P, ..., P, pontokban
metszik.

bl |a
pl/l 4
p Y
2
p
Pl
)
PS
F7‘.‘/
P
Fg/.,z B

a) Igazoljétok, hogy P P,=P,P,=...=P_P,

b) Allapitsatok meg, hogy a P, pont felezOpont-
ja-e a P P, szakasznak.

¢) Tudva, hogy P,P, = 5,4 cm, szamitsatok ki

. PP,
a PP, szakasz hosszat, majd a 153 arany
értékét. 345
Az a és b egyenesek d |, d,, d,, d,, d, egyenld
kozii parhuzamos egyeneseket az 4,, 4,, 4,, 4,,
A illetve B, B,, B,, B,, B, pontokban metszik

(lasd a mellékelt abrat).

a\b
dl Al B 1
d, |4, \B,
d,_ |4, \B,
d, 4, \B,
d |4, \B,

Tudjuk, hogy 4,4, =A4,4,= A,A,=A A,

¢s B B,= 5,6 cm.

Hatarozzatok meg a B B,, B, B, B, B, szakaszok
hosszat!

A CD hosszusagu szakaszon beosztasos
vonalzot hasznélva jeldljétek a P, P,, P,, P,
pontokat ugy, hogy a CP, P P,, P,P,, P.P,, P,.D
szakaszok kongruensek legyenek.

Egy O kezddpontu félegyenesen tekintjiik az A4,

B, C pontokat tigy, hogy O4 =1 cm,

OB=2cm, OC=3cm. Az O, 4, B, C pontokon

kersztiil huzott parhuzamos egyenesek egy

tetszoleges d egyenest az M, N, P illetve O

pontokban metszenek.

a) Szamitsatok ki az AB és BC szakaszok
hosszat.

b) Igazoljatok, hogy a P pont az NQ szakasz
felezépontja.

¢) Ha NP = 2,8 cm, szamitsatok ki a 4 - MQ
hosszusagat.

Az ABCD paralelogramma 4B oldalan felvessziik

az E és F pontot ugy, hogy AE = EF = FB. Az

E ¢és F ponton keresztiil az AC egyeneshez htizott

parhuzamosok a BC egyenest M és N pontban

metszik. Igazoljatok, hogy MN = % -AD.

Az ABCD trapézban AB || CD az MN (M € AD

és N € BC) kozépvonal a BD atlot a P pontban

metszi, valamint PQ || BM, Q € AD. Igazoljatok,

hogy AM =2 - DQ.

Az A, B, C, D, E kollinearis pontok ebben

a sorrendben helyezkednek el ugy, hogy

AB = BC = CD = DE, és P egy tetszbleges

pont az AB egyenes egyik oldalan. A B ponton

keresztiil a PC egyeneshez huzott parhuzamos

az AP egyenest M pontban metszi, valamint

a D ponton keresztiil a PC egyeneshez huzott

parhuzamos a PE egyenest az N pontban

metszi.

A B C D E

a) Igazoljatok, hogy AN oldalfelez6 az AEP
haromszdgben.

b)HaBM NAN= {Q} ésPCNAN={G}
igazoljatok, hogy AQ = OG = GN.

c) Mutassatok ki, hogy az AN, EM és PC egye-
nesek egy pontban futnak dssze.



Thalész tétele. Thalész tételének forditott tétele.
Szakasz felosztasa adott aranyban

* Haromszogek hasonlosaga

1) Két parhuzamos egyenes kozotti tavolsagot az egyik egyenes egy tetszéleges pontjanak a masik
egyenestdl vald tavolsaga adja meg.

2) Parhuzamos egyenesek sorozatat egyenld kozii parhuzamosoknak nevezziik, ha barmely két
,»szomszédos” egyenes kozotti tavolsag ugyanakkora.

Példa: A négyzethalos lap vizszintes egyenesei tulajdonképpen egyenld kozii
parhuzamosok.

Az ABC haromszdg A4 cslcsa egy vizszintes egyenesen legyen, valamint a B és C
csucsa egy masik vizszintes egyenesen helyezkedjen el.

Egy harmadik vizszintes egyenes az AB ¢s AC oldalt a D illetve E pontban metszi.
A vizszintes egyenesek az AD €s AE szakaszokon ugyanannyi, p darab, kongruens
szakaszt hataroznak meg. Ugyanugy a DB és EC szakaszt is g darab egyenld részre
osztjak a négyzethalo vizszintes egyenesei.

Tehat a vizszinetes egyenesek az AB szakaszt egyenld hosszsagl részekre osztjak,
jelolje ezek hosszat u. Ekkor AD = p - u, valamint DB = g - u. Ugyanez érvényes az
AC oldal esetén is, ahol jeldlje egy rész hosszusagat v, igy kapjuk, hogy AE=p - v
EsEC=gq - v.

. AD : . AE .
Megfigyelhetjiik, hogy — = L AL £, valamint = =2 = E, tehat 4D _ A—E
DB q-u ¢ EC gqv ¢ DB EC

A mellékelt abran, p =5 és g = 3.

Egy kis torténelem
Milétoszi Thalész (623 — 546 Kr. e.), gorog filozofus, a hét bolcs egyike, a
matematika és filozofia atyja, a legkorabbi gorog természetfilozofus. H F

Thalész tétele A
Egy haromszég egyik oldalaval hizott parhuzamos a masik két oldalon
aranyos szakaszokat hatdroz meg.

A mellékelt bra jeloléseit hasznalva Thalész tétele igy irhatd

Ha D € AB, Ec AC és DE || BC, akkor %zﬁ

DB EC
Fedezziik fel, értsiik meg!

1. alkalmazas: Thalész tétele akkor is érvényes, ha a haromszogben az egyik oldallal huzott parhuzamos a
masik két oldal tartoegyeneseit az oldalakon kiviil metszi.

Bizonyitas.

Az ABC tetszdleges hdromszogben a BC oldallal huzott d parhuzamos az 4B ¢és AC egyeneseket D illetve E
pontban metszi ugy, hogy a D és E metszépontok nincsenek rajta AB illetve AC szakaszokon.



* Haromszogek hasonlosaga

A kovetkezd esetek lehetségesek:
1) A Bpontaz AD szakaszon, mig a C pont az AE szakaszon van.
Az ADE haromszdgben a BC egyenes parhuzamos a DE oldallal, igy alkalmazva

Thalész tételét kapjuk, hogy AB = £, innen pedig szarmaztatassal az
BD CE

AB+BD AC+CE , . . DA EA
= aranyparhoz jutunk, vagyis — = —.

BD CE DB EC
2) Az A pontrajta van a BD és EC szakaszon.
Jeldlje M a D pontnak az 4 pontra vonatkozo6 szimmetrikusat, valamint N az E pont 4
szerinti szimmetrikusat. Ekkor M4 = AD, NA = AE, ahonnan az O.SZ.0
kongruencia eset alapjan kovetkezik, hogy az AMN és ADE haromszogek kongruensek.
Mivel az AMN és ADE bels6 valtoszogek kongruensek, ezért MN | ED de ED || BC, tehat
MN || BC. igy az ABC haromszogben MN parhuzamos a BC oldallal, tehat Thalész tétele

g AM AN , , AM AN ,
alapjan irhatjuk, hogy: —— = ——, ahonnan szarmaztatassal az —— = —— aranypart
MB NC AB  AC

kapjuk, va DA_EA ma'dD—A—E
PRV s~ e ™ b T EC

E harom eredmény szerint Thalész tételét a kovetkezoképpen fogalmazhatjuk meg:
Egy haromszég egyik oldalaval huzott parhuzamos a masik két oldalon vagy az oldalak meghosszabitisain
ardanyos szakaszokat hataroz meg.

Alkalmazas

2. alkalmazas. A szogfelez6 tétele. Az ABC haromszog, AB és AC oldalai
kiilonb6zo hosszusaguak, AD a BAC <« szdgfelezdje, valamint D € BC.

. DC AC
Igazoljatok, hogy DB 4B
Megoldds: A haromszog B cstucsan keresztiil parhuzamost huzunk az AD szogfelezovel, amely az E
pontban metszi az AC egyenest. Az AD és EB egyenesek parhuzamosak, igy az AC szeld altal keletkezett
megfeleldszogek kongruensek, vagyis BEA < = DAC <. Majd az 4B szelo altal keletkezettt bels6 valtoszogek is
kongruensek, tehat EBA< = BAD <.
Mivel AD szogefelezd, ezért DAB <X = DAC <, tehat kovetkezik, hogy BEA <« = EBA <, vagyis az ABE

haromszog egyenld szara, melynek alpja az EB, tehat AE = AB. 9]

A CEB haromszogben AD parhuzamos az EB oldallal, tehat Thalész tétele értelmében kapjuk, hogy bc = AC

. , i DC _AC DB AE
Innen pedig, felhasznalva az (1) kongruenciat kovetkezik, hogy — =—.

DB AB
Eszrevétel: Ha AB = AC, akkor az ABC haromszog egyenld szaru, tehat az AD szogfelezé egyben oldalfelezé is,
,. DC AC
ezert —=——=1.
DB AB D c

3. alkalmazas: Jel6lje O az ABCD trapéz atldinak metszéspontjat. Igazoljuk, hogy

a trapéz atloin az O pont aranyos szakaszokat hataroz meg.

Megoldas: Ha az ABCD trapéz alapjai AB és CD akkor AC N BD = {0 }. 4 el
Az O pont altal a trapéz atléoin meghatarozott szakaszok az OA4, OC és OB, OD,

amelyekr6l igazolni kell, hogy aranyosak. Az O4B haromszogben C € AO, D € BO és CD || AB, tehat Thalész

. . . . CO DO . . CO DO .. 04 OC
tétele értelmében kapjuk, hogy —— = ——. Innen pedig szarmaztatassal — =——, majd —=—
éppen a kért aranyossag. C4 DB 04 OB OB OD

2



n a) Rajzoljatok egy 4ABC haromszdget tudva, hogy
AB =6 cm és AC = 8 cm. Jeldljétek meg az
AB szakaszon az M pontot ugy, hogy AM =2 cm.

b) Huzzatok parhuzamost az M ponton
keresztiil a BC oldallal és jelolje N e
parhuzamos metszéspontjat az AC oldallal.

¢) Beosztasos vonalzoval mérjétek meg az AN
szakasz hosszat.

d) Thalész tételét hasznalva szamitsatok ki az
AN szakasz hosszat, majd a kapott eredményt
hasonlitsatok 0ssze a mérési eredménnyel.

Az ABCharomszogben D € AB,E € AC¢és DE||BC.
Masoljatok le és egészitsétek ki a pontozott része-
ket Ggy, hogy egyenlé aranyokat kapjatok:

..., b) Ez...; c) ﬂz
AE AC

A mellékelt abran az F, 4, G illetve B, A,

E pontok kollinearisak, valamint FB || EG.

Masoljatok le és egészitsétek ki a pontozott

részeket gy, hogy egyenld aranyokat kapjatok:
E

F
4

B G

FA

a) —=...
AG

Az ABC haromszog BC oldalahoz huzott parhu-

zamos egyenes az AB és AC oldalt D illetve E

;b E—Az...; c) ﬁz
AB FG

., AD 1 . .
pontban metszi tigy, hogy -4 Hatarozza-

tok meg az AE AE AC aranyok értékeit.

EC™ AC’ EC
Az ABC haromszog AB és BC oldalan az M és N
pont ugy helyezkedik el, hogy MN I AC,
AM =2 cm, AB =6 cm, BC =9 cm. Szamitsatok
ki a BN és NC szakaszok hosszat.
A d egyenes parhuzamos az MNP haromszog NP
oldalaval, az MN és MP oldalak meghosszabbi-
tasat az A illetve B pontban metszi. Szamitsatok
ki az AM és AN szakaszok hosszat tudva, hogy:
a) BM=3,6 cm, MP =4,8 cm és MN = 6 cm.

BM 2
b) —=— ésMN=15cm.
BP 5

Az ABCD trapéz atloinak metszéspontjat jeldlje

O, AB || CD, AB > CD ¢és EO || AB, E € AD.
. A 4

Tudjuk, hogy —O =—, DO=6cm, DE =9 cm.
oCc 3

Hatarozzatok meg az AD és BD szakasz hosszat.

* Haromszogek hasonlosaga

Az ABC haromszog oldalfelez6je AM, ahol
M € BC és D egy tetszbleges pont az AM

szakaszon.
A

AN

BN M PC

a) Ha DN || AB és DP || AC, ahol N, P € BC,
igazoljatok, hogy DM a DNP haromszdg
oldalfelezdje.

Q

Q

AD 1
b) Tudva, hogy ——=— és BC =18 cm,
DM 2

szamitsatok ki az NP szakasz hosszat.

Legyen P az ABC haromszog BC oldalanak egy
tetszOleges pontja, valamint PE || AB, E € AC és
PF||AC, F € AB.Ha AB=9 cm, AC =12 cm ¢és
PC =2 BP, szamitsatok ki az AEPF négyszog ke-
riiletét.

Q

Q

Az r=15 cm sugaru C(O, r), skor A pontjaba

htizott érintén felvessziik a B pontot tgy, hogy

AB =12 cm.

a) Szamitsatok ki az OB szakasz hosszat.

b) Az OB félegyenes C pontban metszi a kort
€és CD 1L OA, D € OA. Szamitsatok ki az OD
szakasz hosszat.

Az ABC haromszogben M € AB és MN || BC,
N e AC, MP || AC, P € BC.
Mutassatok ki, hogy AN + BP _ 1.

AC BC
A mellékelt &bran ABCD egy paralelogramma,
E a BC oldal felez6épontja és AE N BD = {P},

AE N CD = {0}.
D 0

s E
A

a) Mutassatok ki, hogy AP =2 PE.
b) Mutassatok ki, hogy 4P* = PE - PQ.
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Thalész tételének forditott tétele

Emlékezteto

Egy haromszog egyik oldalaval huzott parhuzamos a masik két oldalon, vagy az oldalak
meghosszabbitasain, aranyos szakaszokat hataroz meg.
Thalész tétele egy hasznos bizonyitasi modszer szakaszok aranyossagainak igazolasara.

Mi a sziikséges feltétele annak, hogy egy egyenes parhuzamos legyen a haromszog egyik oldalaval?

Egy tételbol kiindulva (direkt tétel) egy masik kijelentést fogalmazhatunk meg, amelyben a feltevés a direkt
tétel kovekeztetése, valamint az 11 kijelentés kdvetkeztetése a direkt tétel feltevése, vagy egy része ennek. Ezt a
kijelentést a direkt tétel forditott tételének nevezziik.

Egy tétel forditott tétele lehet igaz vagy hamis. Ha igaz, akkor forditott tételnek nevezziik és az eredmény
hasznalhaté mas bizonyitasoknal.

Bovebben: az abra jeloléseit hasznalva, Thalész tétele és forditottja egy tetszleges ABC haromszogre
vonatkozik €s egy egyenesre, amely a haromszdg két oldalat a D és E pontokban metszi.

Thalész tétele Thalész tételének forditott tétele

Feltevés Feltevés

Egy egyenes parhuzamos a haromszog Egy egyenes a haromszdg két oldalan
egyik oldalaval. aranyos szakaszokat hataroz meg.
DedB,E < ACE DE|| BC DedB Ecdace 2L_AE
Kovetkeztetés DB EC

Az egyenes metszépontjai a haromszog Kovetkeztetés

két oldalan aranyos szakaszokat
hataroznak meg

AD _AE

DB EC

Az egyenes parhuzamos a hdromszog
harmadik oldaléval.
DE|| BC

Igazoljuk, hogy teljesiil Thalész tételének forditott tétele. E forditott tétel segitségével konnyen kimutathatjuk
két egyenes parhuzamossagat, szakaszok aranyossaganak ismeretében

Tétel. Thalész tételének forditott tétele

Ha egy egyenes egy haromszog két oldalan aranyos szakaszokat hataroz meg, akkor ez

az egyenes parhuzamos a haromszdg harmadik oldalaval.

Megoldas: Az ABC haromszdg AB illetve AC oldalait egy egyenes a D és E pontban

metszi ugy, ho AD _AE (D)
gy, hogy DB EC

Igazolni fogjuk, hogy a DE parhuzamos a BC oldallal. A hamis feltevés modszerét
alkalmazzuk, vagyis feltételezziik, hogy DE és BC nem parhuzamosak. Ekkor
megszerkesztjiik a D ponton keresztiil a BC oldalhoz huzott parhuzamost amely az £

pontban metszi az AC oldalt.

B




. AD AE
Mivel az ABC haromszdgben DE | || BC ezért Thalész tétele értelmében: — = =L
DB E/C
. . AE . AE AE
Az (1) és (2) azonossagok alapjan kapjuk, hogy AE =1 majd AE = ! és AE =1
EC EC AE+EC AE, +EC AC AC

Innen kovetkezik, hogy AE = AE , ami pedig azt jelenti, hogy E €s E| pontok egybeesnek.

Ellentmondashoz jutottunk, tehat a feltevés hamis. Kovetkezésképpen, DE || BC.

Az igazolt eredmény akkor is érvényes ha a D pont az AB oldal meghosszabitasan van, ami maga utan vonja,
hogy az E az AC oldal meghosszabitasan van.

Ennek bizonyitasa ugyanezen gondolatmenet alapjan torténik, a megfelel6 abrak megvaltoztatasaval.

Alkalmazas

1. alkalmazas. A szogfelez6 tételének forditott tétele

DB AB .
Az ABC haromszog BC oldalan talalhatd D pont esetén — = ——. Igazoljatok, hogy AD az A sz6g
szogfelezdje. DC  AC
Megoldas: Az AC meghosszabbitasan megszerkesztjiik az £ pontot ugy, hogy az AE és

AB AE . .DB AB

AB szakaszok egyenl6 hosszusaguak legyenek, igy — = ——. Mivel — = — ezért
AC AC DC AC

bB _ 4B = AE vagyis az AD egyenes a BCE haromszog CE és CB E -

DC AC AC v

oldalain aranyos szakaszokat hataroz meg, tehat Thalész forditott tétele
értelmében az AD és BE egyenesek parhuzamosak.

Az AD és BE egyenesek parhuzamosak, tehataz A B szel6 altal meghatarozott
belsé valtészogek kongruensek, azaz BAD<« = ABE<, valamint az B
AC szelo altal meghatarozott megfeleldszogek is kongruensek, tehat

DAC<« = AEB<. Masrészt, az ABE haromszog egyenld szart, alapja BC, ezért < ABE = <t AEB, ahonnan
kovetkezik, hogy, BAD <« = ABE < = AEB<« = < DAC. Kdvetkezésképpen BAD <« = DAC <, tehat AD a BAC <«
sz0g szogfelezoje.

Feladat a portféliéba

Ha az ABCD konvex négyszog atléinak metszéspontja az atlokon ardnyos szakaszokat hatiroz meg, akkor
igazoljatok, hogy az ABCD négyszog trapéz vagy paralelogramma.

D C

' Jegyezd meg!

(] Ha egy egyenes egy haromszog két oldalan aranyos szakaszokat hatdroz meg, akkor ez az
egyenes parhuzamos a haromszog harmadik oldalaval.

Ll
et |

* Haromszogek hasonlosaga
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n Egy négyzethalos lapra az AB, CD és EF

szakaszokat rajzoltuk, amint a mellékelt abra
mutatja.

B D F
A/
C
E

Igazoljatok, hogy az AB, CD és EF egyenesek
parhuzamosak.

Az ABC haromszogben M € AB, N € AC.

Hatarozzatok meg az MN és BC egyenesek

helyzetét a kdvetkezd esetekben:

a) AM =4 cm, AN = 6 cm, MB =10 cm,
NC =15 cm.

b) 4B = 15 cm, BM =9 cm, AN %.

Az ABC haromszog AB, BC, CA oldalain

felvessziik a D, E illetve F pontot ugy, hogy

AD=3-BD,BC=4-BEé CF=0,25AC.

Igazoljatok, hogy:

a) a DF és BC egyenesek parhuzamosak.

b) a DE és AC egyenesek parhuzamosak.

A CDE haromszogben CD =20 cm €s
CE = 24 cm. Meghosszabitjuk a CD oldalt
az AC =12 cm és DF = § cm szakaszokkal.
Hasonldan, a CE oldalt is meghosszabitjuk
aCB=15cm és EG = 11 cm szakaszokkal.
Masoljatok le a flizetetekbe, majd dontéstek el
a kovetkezd kijelentésekrdl, hogy igazak vagy
hamisak. Indokoljatok a valaszotokat.
a) DE || FG b)AB| DE c¢)AB| FG

B A

20 24

E Az ABCD paralelogramma AC &tlgjanak

tetsz6leges E pontjan keresztiil parhuzamosokat
htzunk a paralelogramma oldalaihoz tgy,
hogy EM || AB, M € BC és EN|| AD, N € CD.
Igazoljatok, hogy MN || BD.

D N C

E M

A B

Az ABC haromszog BC oldalanak D a
felezopontja, a DE, DF az ADB <, illetve
ADC <« szbgfelezdje E € AB, F € AC.
Igazoljatok, hogy EF || BC.
Az MNP egyenl6 oldalu haromszog oldalain
tekintjiik az R € MN, S € NP pontokat ugy,
hogy NR =PS =12 cm.
Ha MN = 18 cm, akkor igazoljatok, hogy
az RS egyenes parhuzamos az NMP <« sz0g
szogfelezdjével.
Az xOy hegyesszog szarait a € (O,r,) kor az 4
¢s B pontokban metszi, valamint a € (O,r,),
r,>r, kor C €s D pontokban metszi.
Igazoljatok, hogy 4B || CD.
Az ABCD trapézban AB || CD, E € AC,
FeBC,GeCD,AE=1cm, AC=4 cm,
BC=8cm, CF=6cm.
a) Igazoljatok, hogy EFCG trapéz.
b) Igazoljatok, hogy ha GE || AD, akkor F'G || BD.
Legyen E az ABCD téglalap AB oldalanak egy
tetsz6leges pontja €s F egy pont a CD oldal
meghosszabitasan, amint a mellékelt abra
mutatja.
Legyen {G} =AD N BF és {H} = DE N BC.
Igazoljatok, hogy GE || FH.

D o F




Szakasz felosztasa adott aranyban

Emlékezteto

Egyenl6 kozii parhuzamos egyenesek barmely szeldn kongruens szakaszokat hataroznak meg.

Az egyenld kozi parhuzamosok tételének gyakorlati alkalmazasa egy szakasz felosztasa n egyenlo részre.
Ez a tétel segitett abban, hogy megértsiik Thalész tételét, amely két 6sszefutd egyenesen két parhuzamos
altal meghatarozott aranyos szakaszokhoz vezet.

J

Fedezziik fel, értsiik meg!

Felmertilnek a kovetkezd kérdések:

1) Milyen Gsszefiiggés all fenn harom vagy tobb parhuzamos egyenes altal két szelon meghatarozott szakaszok
kozott?

2) Hogy tudunk felosztani egy szakaszt két vagy tobb részre adott ardnyossag d

szerint? D

A
B/ E

1

1. alkalmazas: Igazolni fogjuk, hogy harom parhuzamos egyenes
két teszeldleges szeldn aranyos szakaszokat hatdroz meg.

Bizonyitas: A d,, d,, d, parhuzamos egyenesek az a szel6t az 4, B, illetve C e 1 F
pontban, mig a b szeldt a D, E, illetve F pontban metszik. a b \
AB DE
Igazolni fogjuk, hogy — =—
¢ = & BC EF’

AD ponton keresztiil parhuzamost huzunk az a egyeneshez, amely a d, €s d, egyeneseket a G illetve H pontban
metszi. igy az ABGD és BCHG paralelogrammak keletkeznek. A paralelogrammaban a szemkozti oldalak
kongruensek, azaz AB = DG és BC = GH. A DHF haromszdgben GE || HF, igy Thalész tételét alkalmazva

D DE AB DE
b& =——. Majd felhasznalva a bizonyitott kongruenciakat kapjuk, hogy — = —
GH EF BC EF’

Hasonl6 eredményeket kapunk tobb parhuzamos egyenes esetén is.

2. alkalmazas: Andras baratja, Balazs egy 3 m hosszusagu 1écbdl hasonlo kalitkat szeretne épiteni, mint Andras
ugy, hogy a felhasznalt 1écek ne legyenek mind egyforma hosszisaguak.
A mellékelt abra alapjan az azonos szinii szakaszok egyenld hosszusaguak, jeldlje 6ket L, T, H, C. Tudjuk, hogy:

L H /
o = - =1,6 (az aranymetszéshez nagyon kozeli érték), valamint — ¢ —1 2. Segitsiink C
Balazsnak megépiteni a kalitkat.
Megoldas: Egy tizedesnyi pontossaggal mériink. Feltételezziik, hogy a T szélesség e W
1 egység, vagyis T = 1. Ekkor a magassag H = 1,6, a hosszusag L = 2,5 valamint a =
tetdzethez sziikséges 1écek hossza C = 3. 5 H

Balazs a 300 cm hosszt 1écbdl, az 1; 1,6; 2,5 és 3 szammal aranyos hosszusagl négy-
négy lécet kell nyerjen.

A tervezéshez elészor papirt, ceruzat és mértani ismereteket hasznalunk. Rajzolunk egy | 7
AB szakaszt, amely a 300 cm hosszasagu lécet jelképezi, valamint az 4 ponton keresztiil L
tetszoleges AX félegyenesen egy 4 - 1 =4 cm hosszisagu szakaszt.

* Haromszogek hasonlosaga



* Haromszogek hasonlosaga

Ennek meghosszabitasan egy 4-1,6 = 6,4 cm, majd egy

4 -2,5=10 cm, végiil pedig egy 4 - 3 = 12 cm hossztsagu

szakaszt vesziink fel. Az utolso6 szakasz végpontjat

0sszekotjiik a B ponttal, majd ezzel parhuzamosokat

htuzunk az abran lathaté modon, igy kapjuk a C, D és E

pontot. A nem egyenld kozli parhuzamosok tétele szerint a

kovetkezd egyenld aranyok sorozatat kapjuk.

AC CD DE EB AC+CD+DE+EB 300
4 6,4 10 12 4+6,4+10+12 32,4

aranyok sorozatanak tulajdonsagabodl adodnak.

Ezek alapjan az AC =36,8 cm, CD =59 cm, DE =92 cm és EB = 110,4 cm hosszisagu szakaszhoz jutunk, igy

meghatarozhatjuk a sziikséges 16 darab 1éc hosszsagat.

A kalitka méretei, tehat L = DE : 4 =23 em, T=AC:4=92cm H=CD:4=147cmés C = EB :4=27,6 cm.

Minden méretbdl négy-négy 1éc sziikséges.

Ezzel a mddszerrel a gyakorlatban feloszthatunk egy szakaszt adott szamokkal aranyos részekre.

=9,259...~9,2 ahol az utols6 egyenldségek az egyenld

Az AB szakaszt feloszthatjuk az a , a,, ... , a pozitlv szamokkal ardnyos részekre, a kovetkezd eljards szerint:

1) Szerkesztiink egy tetszOleges AX félegyenest, amelyen felvesszik a P, P, ..., P , pontokat ugy, hogy
AP =a,PP,=a, ..,P P =a.

2) Osszekotjikk a P, €s B pontokat, majd a P B szakasszal parhuzamosokat szerkesztink a P, P,, ..., P |
pontokon keresztiil.

3) .’Ielélje 0,,0,, ..., 0, ezen parhuzamosok metszéspontjat az 4B szakasszal.
IgyazAQ,,0,0,,...,Q, O, szakaszokat kapjuk:

4) Anem egyenl6 kozli parhuzamosok tétele szerint ezek a szakaszok aranyosak adott szamokkal, vagyis

40, _00, 0.0, _0,B_ 4B

a a, a3 a

n

Gyakorlatok, feladatok

n Az A, B, C, D, E pontok kollinearisak ebben a
sorrendben ugy, hogy 4B =4 cm, BC =5 cm,
CD=6cm, DE=7 cm. Ezen pontokon keresztiil
parhuzamosokat szerkesztiink, amelyek egy
tetszoleges d # AB egyenest az M, N, P, QO
illetve R pontokban metszenek. Szamitsatok ki
az MN, PQ, NR szakaszok hosszat a kdvetkezd

n Az ABC haromszogben az AB szakasz tetszole-
ges D és F pontjain keresztiil megszerkesztjiik
a DE || FG || BC parhuzamosokat, ahol az £ ¢és
G pontok az AC szakasz pontjai. Ha AE =4 cm,
AG =6 cm, EC=7 cm, AB = 22 cm, hatarozza-
tok meg az AD, DF, FB szakaszok hosszat.

Az ABCD trapézban AB || CD, az MN szakasz

L ] esetekben:
a trapéz kozépvonala ugy, hogy M € AD, a) MR =33 cm
N € BC, valamint a PQ szakasz a CDMN trapéz b) NP =2,5 cm.

kozépvonala, P € DM és Q € CN.

Ha AP =12 cm és NQ = 4 cm, hatarozzatok meg
a DP, BN és CQ szakaszok hosszat.
Ellendrizzétek, hogy ABCD trapéz egyenl6 szaru.

Az A4 és B pont az MN szakasz két bels6 pontja
ugy, hogy MB > MA és MN = 0,51 m. Az MA,
AB, BM szakaszok hosszisagat centiméterben
természetes szamok fejezik ki, amelyek
egyenesen aranyosak harom egymas utani,
ndvekvo sorrendbe rendezett természetes

Az AB = 125 mm hosszisagu szakaszt a P pont
az 5 és 7,5 szamokkal egyenesen aranyos részekre

osztja. Hatarozzatok meg az AP és PB szakaszok
hosszat.

szammal. Hatarozzatok meg az MA, AB, BM
szakasz hosszat.



Hasonlé haromszogek. A hasonlésag alaptétele.

A haromszogek hasonlésagi esetei

Hasonlé haromszogek. A hasonlésag alaptétele

Két alakzatrél az mondjuk, hogy hasonlok, ha ugyanazon tulajdonsagokkal rendelkeznek. A Parizsban talalhat6
Diadaliv hasonlo6 épitészeti sajatossagokkal rendelkezik, mint a bukaresti; a csikd és sziilei akarcsak a névény
viragai nagyon hasonlitnak egymasra.

Az abrakon talalhaté geometriai alakzatok hasonlok, de nem kongruensek, mert méreteik kiilonbozok. A mértani
alakzatok tulajdonsédgai az oldalak és szogek szamara illetve méretére vonatkoznak.

Megfigyelhetjiik, hogy az abran lathaté haromszogek egyenld oldaluak, tehat szogeik kongruensek, de oldalaik
egyre kisebbek.

Bizonyos esetekben az alakzatok méretei annyira nagyok, hogy csak egy csokkentett méretli modellt tudunk
elkésziteni, amely megorzi a tulajdonsagokat.

Példa. Az udvaron egy derékszogli haromszog alaki homokozot szeretnénk kialakitani, amelynek befogdi 4 m
illetve 2 m hosszusaguak. A részletek megallapitsahoz vazlatot készitiink. Mivel a lapra nem tudunk rajzolni
ilyen méretekkel rendelkez6 haromszdget, igy egy hasonlo derkészogli haromszoget szerkesztiink, amelynek
egyik befogoja fele a masiknak.

Emlékezteto

Két haromszogrdl azt mondjuk, hogy kongruensek, ha megfelel6 oldalaik és szogeik kongruensek.
A haromszogek kongruencia eseteire hivatkozva igazolni tudjuk két haromszogrol, hogy kongruensek,
harom kongruens elempéar bizonyitasaval a hat helyett.

* Haromszogek hasonlosaga




* Haromszogek hasonlosaga

Fedezziik fel, értsiik meg!

Az 0.0.0. kongruencia eset igazolja, hogy nem létezik két haromszog, amelyekben a megfeleld oldalak
kongruensek, de a megfelelé szogek nem.

Feltevodik a kovetkezd kérdés: 1étezik-e két olyan hdromszog, amelyekben a megfeleld szogek kongurensek
anélkiil, hogy a megfel6 oldalak is kongruensek lennének?

Gyakorlati foglalkozas: A fenti kérdésre a valaszt keresve parban fogtok dolgozni, vagyis két f0s csoportokba

szervezOdtok. A kovetkezOkre van sziikségetek: papir, ceruza, mértani felszerelés, ollo.

1) A csapat egyik tagja megszerkeszti az ABC haromszoget, amelyben: A< =40°, B« = 60°, AB =8 cm.
Kodzben a masik tagja az MNP haromszoget szerkeszti meg a M <t = 40°, P< = 80°, MN = 4 cm méretekkel.

2) Beosztasos vonalzoval mérjétek meg az AC és BC valamint az MP és NP szakasz hosszat.

3) Masoljatok le a flizetetekbe az alabbi tablazatot, majd toltsétek ki a kapott mérési eredményekkel!

AB MN A—B AC MP £ BC NP B—C
MN MP NP
8 cm 4 cm 2

4) Vagjatok ki a két haromszoget!

5) Akisebbik haromszog M szogének szarait tegyétek ra a nagyobbik haromszog A szogének szaraira, betartva
a jelolés sorrendjét: az MN félegyenes az AB félegyenesen, mig az MP félegyenes az AC félegyenesen
legyen.

Megfigyelések:

a) Végtelen sok olyan haromszoget szerkeszthetiink, amelyeknek a megfelel6 szogei kongruensek az ABC
haromszdg szogeivel ugy, hogy a megfelel6 oldalak hosszusaga kiilonbozo legyen.
b) Barmely két ilyen haromszog megfeleld oldalai ardnyosak.

Ertelmezés. Két haromszogrol azt mondjuk, hogy hasonlok, ha megfeleld szogeik kongruensek és megfeleld
oldalaik aranyosak.

Két megfelelo oldal aranyat hasonlosagi aranynak nevezziik.
Az ABC és DEF haromszdgek hasonlosagara az ABCA ~ DEFA jeldlést hasznaljuk. D

A mellékelt abrak jeldléseit hasznalva, az értelmezés szerint ABCA ~ DEFA ha:

4
A két haromszog megfeleld szogei A< =Dx,Bax=Ex,Cx=F<
kongruensek.
A két haromszog megfeleld AB _BC _AC
oldalai aranyosak. DE EF DF B c E F

Eszrevétel: A hasonlosag felirasanak sorrendje megdrzi a megfelel cstcsok sorrendjét.

Az aranyos oldalak sorrendje megdrzi a megfeleld csucsok altal adott sorrendet.

Két haromszog kozotti hasonlosagi relacio helyes felirasahoz figyelembe kell venniink a kovetkezdket:

— akongruens szogparokat: (A<, D<), (B, EX), (Cx, F<x);

— Az ABC haromszog 4 szogével szemkozti oldalnak a DEF haromszog D szogével szemkozti oldal felel
meg. fgy az (4B, DE), (BC, EF), (AC, DF) oldalparok megfelelek;

— A megfelel6 oldalak aranyossagat a kovetkezoképpen irjuk: A8 = BC _AC

Tulajdonsdgok. DE EF DF

1) Minden haromszog hasonl6 énmagéval: ABCA ~ ABCA.

2) HaABCA ~ DEFA, akkor DEFA ~ ABCA.

3) Ha ABCA ~ DEFA ¢és DEFA ~ MNPA, akkor ABCA ~ MNPA.

4) Ha két hasonl6é haromszog esetén a hasonldsagi arany 1, akkor a két haromszog megfeleld oldalai
kongruensek, vagyis a két haromszdg kongruens.



Alkalmazas

Olyan mértani szerkesztéseket szeretnénk talalni, amelyek segitségével hasonld haromszdgeket kapunk.
Ebben a kovetkezo tétel segit:

A hasonlésag alaptétele
Egy haromszog egyik oldalaval parhuzamosan huzott egyenes a haromszog masik két oldalaval vagy azok
meghosszabitasaival az eredetihez hasonlo haromszéget alkot.

Bizonyitds: Az ABC haromszdgben d egyenes parhuzamos a haromszog

BC oldalaval. A d egyenes metszi a haromszog két oldalat vagy ezek

meghosszabitasait.

I. Adegyenes az AB és AC oldalt a D illetve E pontban metszi. Igazoljuk,
hogy az igy keletkezett ADE haromszog hasonlo az eredeti ABC
haromszoghoz.

a) A szogek kongruencigja: Mivel DE || BC, igy a DB és EC szel6k altal
meghatarozott megfeleld szogek kongruensek, azaz ADE <« = ABC<,
illetve AED < = ACB <« . Masrészt a DAE <« és BAC <« szdgek egybeesnek,
tehat kongruensek.

b) Az oldalak aranyossaga: Mivel az ABC haromszdgben DE || BC, Thalész tételébol kovetkezik, hogy

A—D = £ (1). Az E ponton keresztiil az AB oldalhoz hiizott parhuzamos a BC oldalt az F" pontban metszi.

Mivel EF || AB, igy Thalész tétele értelmében i = BC Masrészt, a DEFB négyszog paralelogramma,

. AE DE .
tehat DE = BF. Ezt felhasznalva az el6z6 aranyparbol kapjuk, hogy i = BC (2). Figyelembe véve az (1)

AD AE DE
és a (2) aranypart kapjuk, hogy — =——=——, vagyis a megfelel6 oldalak aranyossagat.
(2) aranyp pj A R r iy T g yossag
Bebizonyitottuk, hogy az ADE és ABC haromszogek megfeleld szogei kongruensek,

¢s a megfelel6 oldalai aranyosak, igy az értelmezés szerint a két haromszog hasonlo. 4

II. A d egyenes metszi a hdromszog oldalainak meghosszabitasait.
a) A B pont rajta van az AD szakaszon, a C pont az AE szakaszon valamint
DE || BC. Az ADE haromszogben a BC egyenes parhuzamos a haromszog

DE oldalaval, igy teljesiilnek az I. eset feltételei. Felhasznalva a bizonyitott B ,/ c
eredményt kovetkezik, hogy a két haromszdg hasonlé. / / ,/ \
b) Az A pont a BD és CE szakaszok metszépontja, valamint DE || BC. - — — — — _ _\.
fgy a BD szel§ altal meghatarozott belsé valtoszogek kongruensek, D F E

azaz ADE<X = ABC<. Ugyanugy a CE szel6 altal meghatarozott belsé
valtoszogek is kongruensek, tehat AED <« = ACB <.

Masrészt, DAE <. = BAC < (csucsszogek). (1)

Megszerkesztjilkk a CF || AD, F € DE és AG || BC, G € CF parhuzamosokat, igy BC || AG || DF.
Ekkor a BCFD, AGFD és BCGA négyszdgek paralelogrammak, innen
pedig kovetkezik, hogy DF = BC, GF = AD és GC = AB.

A CEF haromszogben AG || EF, tehat teljesiilnek az 1. eset feltételei.

Thalész tételét alkalmazva kapjuk, hogy AE _GF vagy AE _ 4D

AC GC AC 4B
A CEF haromszogben AD || CF tehat teljesiilnek az 1. eset feltételei.

. AE DE AE DE
Thalész tételét alkalmazva kapjuk, hogy: — =—— vagy —=—

D AE DE AC DF AC BC

A
Kovetkezésképpen — = —— =—— és figyelembe véve az (1
v z PP AB AC BC &y b

kongruenciakat kovetkezik, hogy ADEA ~ ABCA.

* Haromszogek hasonlosaga
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1. alkalmazas. Az ABCD trapéz alapjai AB, CD; {O } = AC N BD. DA 2C
Igazoljatok, hogy az O pont a trapéz AC és BD atloit az alapok ardnyaval

egyenlo aranyra osztja.

Megoldds. Az OAB haromszdgben DC || AB.

A hasonlosag alaptételének értelmében: OCDA ~ OABA.

A B
Igy a megfelels oldalak aranyosak, vagyis oc =— ob_CD , tehataz O pont -

04 OB 4B’

o CD o .
az atlokat B arannyal egyenl6 aranyra osztja.

2. alkalmazas. Az ABCD trapézban AB || DC és {O } = AC N BD. Az O ponton
keresztiil az alapokkal huzott parhuzamos egyenes a trapéz AD és BC oldalait
az FE illetve F pontban metszi. Igazoljatok, hogy az O pont az EF szakasz
felez6pontja.

Megoldas. Osszehasonlitjuk az OF és OF szakaszokat. Ezek tartoegyenese

az EF egyenes, amely parhuzamos az AB alappal. A hasonldsag alaptételének

, , DE DO EO

értelmében a DEOA ~ DABA, tehat — = —— =——, valamint COFA ~ CABA,

CO CF O b4 DB A oc O
—F = —F De CODA ~ AOBA (1.alkalmazas) és — = _D, innen pedig szarmaztatassal kapjuk,
CA CB AB 0OA OB

hogy C = g—g Osszehasonlitva az els6 két egyenld aranysorozatot az utolsé aranyparral kovetkezik, hogy

EO . .
B =——, amely egyenértékii azzal, hogy EO = OF, vagyis az O pont az EF szakasz felez6pontja.

' Jegyezd meg!

[ *  Két haromszogrdl azt mondjuk, hogy hasonlok, ha megfelel6 szogeik kongruensek és
megfeleld oldalaik aranyosak.
*  Egy haromszog egyik oldalaval parhuzamosan huizott egyenes a haromszog masik két
oldalaval vagy azok meghosszabitasaival az eredetihez hasonl6é haromszdget alkot.

"Lb Gyakorlatok, feladatok

@)%

n Az értelmezést felhasznalva igazoljatok, hogy a kdvetkezé haromszogparok hasonlok. Mindegyik par
esetén irjatok fel a megfeleld oldalak és szogek kozotti Osszefiiggéseket.

E 1
B J—* K
4 ¢ 3 x X Y Y
a) 2 b)
C 1
54 F E D L G ~ o
P a2 N
R 2
(0]
c) 242 2 “ a
S M




Az ABC és DEF haromszdgek hasonlok.

a)HaAdB=4cm, BC=5cm, EF=7,5cm,
DF =9 cm szamitsatok ki az AC és DE
szakaszok hosszat.

b) Ha A< =30° és F< = 70°, hatarozzatok
megaz B<x, Cx,D<x, EX szogek
mértékéit.

c)HaAB=15cm, BC=24 cm, AC=18 cm ¢és
K pprs = 76 cm, szamitsatok ki a DE, EF, FD
szakaszok hosszat.

Ha ABCA ~ MNPA, AB =8 cm, MN =6 cm,

NP =9 cm, PM = 12 cm, szamitsatok ki az ABC

haromszog kertiletét.

Ha ABCA ~ DEFA, A< + C< =80° + B< és

D< = 65°, szamitsatok ki a DEF haromszog

szogeinek mérétkét.

A GEO és MAT hasonl6 haromszogek

esetén a hasonlosagi ardny £ = % Tudjuk,

hogy GE =4 cm, GE +2 EO =13,6 cm és

iGE + %EO +O0G =17,8 cm. Hatarozzatok

meg a MAT haromszog oldalainak hosszat.

A mellékelt két abran DE || AB. Irjatok fel azokat
az egyenlé aranyokat, amelyeket a hasonlosag
alaptételének alkalmazasaval kapunk.

a) B b) D
& ﬁ
A E c C B E
Az ABC haromszogben M € AB, N € AC és

MN || BC. Hatarozzatok meg az x szam értékét
mindharom esetben.

A mellékelt abran lathato ABC B C

haromszdgben M € AB, N € AC

¢s ANM < = ACB .

a) Igazoljatok, hogy az AMN és ABC haromszo-
gek hasonlok. Irjatok fel azokat az egyenld
aranyokat, amelyeket a hasonlosag alaptéte-
lének alkalmazasaval kapunk.

b) Ha AMN <« + ACB <« = 134°, hatarozzatok
meg a BAC <« sz6g méréket.

12 |

3|

A DEF haromszog DE és DF oldalain jeloljiik az
A és B pontot tigy, hogy 4D = 3 és BE :é.
AE 5 DF 8
a) Igazoljatok, hogy 4B || EF.
b) Tudva, hogy EF = 3,6 cm, hatarozzatok meg
az AB szakasz hosszat.

Az ABC haromszdgben P, O € AB és M, N € AC,

ugy, hogy PM || ON || BC. Tudjuk, hogy

AP=PM=3cm,AM=5cm, AQ="7,8 cm,

AB=10,5 cm.

a) Hatarozzatok meg a PQ, AN, BC szakaszok
hosszat.

b) Szamitsatok ki a BCNQ trapéz keriiletét.

Az ABCD trapézben AB || CD, AD N BC = {E}

valamint AB=7,5cm, BC=6 cm, CD =3 cm,

AD = 4,5 cm. Hatarozzatok meg az FA, EB, EC

¢és ED szakaszok hosszat.

Az ABCD paralelolgrammaban 4B = 12 cm,

BC =6 cm, a CD oldalon felvessziik az E pontot

ugy, hogy CE=3 - DE, majd AE N BC = {F}. Hata-

rozzatok meg az EC és CF szakaszok hosszat.

Az ABCD trapéz AD és BC nem parhuzamos

oldalain adott az E, illetve F pont ugy hogy,

AE 2
EF||AB és — =—. Tudva, hogy AB =24 cm
ED 7

és CD = 6 m, szamitsatok ki az EF szakasz
hosszat.
Az ABCD téglalapban AB =24 cm, BC =15 cm,
a CD oldalan felvessziik az E és F pontokat

AB D
ugy, hogy CEzT, DF :CT' Az AE és
BF egyenesek a P pontban metszik egymast,
valamint
AP N BC={M}, BP N AD = {N}.

M

e

B

a) Hatarozzatok meg az AN és BM szakaszok
hosszat.

b) Szamitsatok ki a P pont tavolsagat az 4B
egyenestol.

Az ABC haromszdg G sulypontjan keresztiil
megszerkesztjiik a GK || BC, K € AB, GL || AC,
L e BCés GM || AB, M € AC parhuzamosokat.
Tudva, hogy az ABC haromszdg keriilete 18 cm,
szamitsatok ki a GK + GL + GM Gsszeget.

* Haromszogek hasonlosaga
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A haromszogek hasonldsagi esetei

Emlékezteto

Két haromsz6grél azt mondjuk, hogy Két haromszogrdl azt mondjuk, hogy hasonlék,
kongruensek, ha megfeleld oldalaik és szogeik ha megfelel6 szogeik kongruensek és megfeleld
kongruensek. oldalaik aranyosak.

Ahhoz, hogy két haromszogrdl igazoljuk, hogy kongruensek, az értelmezést hasznalva be kell bizonyitanunk a
harom szogpar illetve a hdrom oldalpar kongruenciajat. A hdromszogek kongruencia esetei elégséges feltételt
adnak két haromszog kongruenciajanak bizonyitasahoz: (0.5z.0.); (Sz.0.Sz.); és (0.0.0.).

Hasonloképpen, elégséges feltételeket keresiink két hdromszog hasonlosaganak kimutatasahoz.

Fedezziik fel, értsiik meg!

1. tétel. (a Sz.Sz. hasonldosagi eset)
Ha két haromszogben két-két szog rendre kongruens, akkor a két haromszog hasonlo.

Bizonyitas. Az ABC és DEF haromszogekben a BAC <« = EDF <X és ABC<« = DEF <X
kongruens szogparok. Az ABC haromszog AB oldalan (vagy az AB félegyenesen) rogzitjiik
a G pontot ugy, hogy AG = DE. Majd megszerkesztjiik a GH szakaszt ugy, hogy H € AC és D
AGH <« = DEF <. Igy létrejott az AGH haromszog, amely kongruens a DEF haromszoggel F
(Sz.0.Sz.). Ebbdl kdvetkezik, hogy: GH = EF, AH = DF és AHG <« = DFE<. B
Tehat elégséges igazolnunk, hogy az ABC és AGH haromszogek hasonloak. Mivel
ABC<« = DEF < és DEF < = AGH <, ezért ABC<X = AGH<, de ezek a szdgek
a GH ¢és BC egyeneseken az AB szel6 altal meghatarozott megfeleld szdgek, igy
GH || BC. G
Az ABC haromszogben GH || BC, igy a hasoldsag alaptétele értelmében
AG AH GH
AB  AC  BC 4 7 ¢
Masrészt, a DEF és AGH haromszogek oldalai kongruensek, igy kapjuk, hogy

DE DF EF . . . . . . . . .. . .
= =——, ami éppen a DEF és ABC haromszogek oldalainak aranyossaga. A haromszog szogeinek

AB  AC BC’
Osszege 180°, tehat DFE <« = 180° - DEF« — EDF« = 180° - ABC<« — BAC<« = ACB<«. Mivel a két haromszog

megfeleld szogei kongruensek és megfeleld oldalai aranyosak kovetkezik, hogy DEFA ~ ABCA.

2. tétel. (az O.Sz.0. hasonlosagi eset) . A
Ha két haromszog két-két oldala aranyos és a két oldal altal kozrezart D
szog kongruens, akkor a két haromszog hasonlo. K
Bizonyitas. Az ABC és DEF haromszdgek esetén legyen c
AB A
BAC<« = EDF <« és a szogeket alkotd oldalak aranyosak: — = —C E
DE DF
Az AB és AC félegyeneseken felvessziik az L illetve K pontokat ugy, hogy 4
AL = DE és AK = DF. Mivel LAK< = BAC<« = EDF <« kovetkezik, hogy B AR
ALK <« = DEF <, tehat LK = EF, ALKA = DEFA és AKL < = DFE <.
A feltevésben adott AB = Ac aranyparbol kapjuk, hogy 43 = £ Az ABC haromszogben az L és K pontok
DE DF AL AK

az oldalak tartdegyeneseinek pontjai, igy Thalész forditott tételének értelmében kovetkezik, hogy BC || LK.



AB AC BC

A hasonlosag alaptétele szerint ABCA ~ ALKA, ezért — = —— = ——, valamint a bizonyitott kongruenciak
AL 4K LK
. , AB AC BC N .
alapjan BAC<« = EDF <, ABC<x = DEF <%, ACB<« = DFE<« és — = —— =——, ahonnan kovetkezik, hogy
DE DF EF

az ABC és a DEF haromszdgek hasonloak.

3. tétel. (az 0.0.0. hasonlosagi eset)
Ha két haromszog megfelel6 oldalai aranyosak, akkor a két haromszog hasonlo.
AC BC

AB
Bizonyitas: Az ABC és DEF haromszogek esetén — = —— = ——. Igazolnunk
DE DF EF

kell, hogy a haromszogek megfeleld szogei kongruensek. Ezért az ABC haromszog

AB és AC oldalain felvessziik az M illetve N pontokat ugy, hogy AM = DE és

AN = DF. Ekkor AB = AC igy Thalész tételének forditott tétele alapjan

MN || BC. AM AN

B

A hasolosag alaptétele szerint ABCA ~ AMNA, ezért % = Ac = £ Figyelembe véve az A8 = 4Ac¢_ B¢

AN MN DE DF EF

és AM = DF 0Osszefiiggéseket kovetkezik, hogy az el6z6 hat arany egyenld, tehat % = % igy EF = MN.

C

Kovetkezésképpen a DEF és AMN haromszogek kongruensek (O.0.0.). Igazoltuk, hogy ABCA ~ AMNA, ezért
BAC<« = MAN< = EDF <, ABC<« = AMN <« = DEF <« és ACB< = ANM < = DFE <. Mivel a két haromszog
hasonldsagara vonatkozo6 értelmezés Osszes feltétele teljesiil, kovetkezik, hogy ABCA ~ DEFA.

Alkalmazas

Olyan mértani szerkesztéseket keresiink, amelyek hasonld haromszogekhez vezetnek.
Ebben segitnek a kdvetkez6 tulajdonsagok:

1. alkalmazas. Az ABC hegyesszogli haromszdg magassagai a BD és CE szakaszok. E
a) Igazoljatok, hogy az ADB és AEC haromszdgek hasonlok. D
b) irjatok fel a két haromszog megfeleld szogeinek kongruenciajat, valamint a megfelel

oldalak aranyossagait. B F C

Megoldas.

a) Az ADB és AEC haromszdgek kdzos csucsa az 4. Az A szoggel szemkozti oldalak a BD, illetve CE
magassagok, tehat a haromszogek derékszogiiek, azaz ADB <« = AEC < = 90°. Mivel az 4 szdg kozos a két
haromszdgben, ezért ADBA ~ AECA.

b) Megallapitjuk a két haromszogben a megfeleld szogeket:

A<« =A<, ADB<« = AEC< és ABD <« = ACE <«. A megfelel6 oldalparok (BD, CE), (4B, AC) és (4D, AE)
, .. BD AB AD
aranyosak, tehat — =—=——.
CE AC AE

Eszrevétel: Az alkalmazas eredménye a (BDCA, AFCA), illetve (AFBA, CEBA) haromszogparokra is érvényes.

Megjegyzes. Az elso két arany egyenl6ségébol kovetkezik, hogy BD - AC = CE - AB. haromszdgek hasonlosagabol

kapjuk, hogy AF -BC = CE-AB, vagyis BD -AC = CE-AB = AF - BC. Az eredmények alapjan a kovetkez6 fontos

kijelentést tehetjiik: Egy haromszdgben az egyik oldal €s a hozza tartoz6 magassag hosszanak szorzata allando.

Haa a = BC, b =AC, c = BC jeloléseket hasznaljuk, valamint 4, &,, h_ az oldalaknak megfeleld magassagok,

akkor:a-h =b-h,=c-h,.

Megfigyelés: A fent kapott szorzatok értéke az ABC haromszdg teriiletének kétszerese.

T _BD-AC CE-AB AF-BC

ABCA 2 2 2 :

IE * Haromszogek hasonlosaga
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Feladat a portfélioba

Igazoljatok, hogy a fenti alkalmazas eredménye érvényes derékszogi illetve tompaszogli haromszdgekben is.

2. alkalmazas. Az ABE és BCD egyenl6 oldalu haromszogek, B € AC, a K €s L pontok az AF illetve CD oldalak
felezopontjai. Igazoljatok, hogy: a) % = %; b) ABDA ~ KBLA.
Megoldas. a) A BK és BL szakaszok oldalfelezok az egyenld oldalu
haromszdégekben, igy szogfelezok is: ABK < = CBL <« =30°. Az ABK és CBL
haromszdégekben egy-egy szog 60 fokos illetve egy-egy szog 30 fokos. Az
Sz.Sz. hasonldsagi eset alapjan a két haromszog hasonld, innen kovetkezik,

hogy A8 _ BK
& Bc T BL \/
b) Igazoljuk, hogy az ABD és KBL haromszogek hasonlok. A két haromszog A B c
oldalai az AB, BD, AD illetve KB, BL, KL szakaszok.
AB BK AB BD
Mivel BC = BD, a fent igazolt azonossagbol kapjuk, hogy — =—— vagy — =—. Még be kell
g g PJ gy 3D BL gy 3K BL g

bizonyitanunk, hogy az ABD <« ¢és KBL <« szdgek kongruensek.
ABD<« = ABC<« — DBC< = 180° — 60° = 120°, valamint

KBL<« = ABC< — ABK< — CBL< =180° —30° —30° = 120°.

Az 0.5z.0. hasonlosagi eset alapjan kovetkezik, hogy ABDA ~ KBLA.

3. alkalmazas. Az M pont nincs rajta a G(O,R). kdron. Az M ponton athalad6 a és b szeldk a kort az 4 és B
illetve C és D pontokban metszi. Igazoljatok, hogy: MA - MB = MC - MD.

Megoldas. Két esetet kiilonitiink el: M € Ext €(O,R) és M € Int C(O,R). M

I. M e ExtC(O,R). A

A bizonyitand6 azonossagban szerepld szakaszok az MAD és MCB haromszogek

oldalai. . C B

Az M szdg a két haromszog kozos szoge, valamint MDA <« = MBC <« = %, ‘0

mert ugyanahhoz a korivhez tartoz6 keriileti szogek. A Sz.Sz. hasonlosagi eset

. . MD AD
alapjan kovetkezik, hogy MADA ~ MCBA, tehat MA =——=——.Azels6 két
MC MB CB D

arany egyenldségeébol kovetkezik, hogy MA - MB = MC - MD.
I. MecntC(O,R). ¢ ‘ﬁ 3
Az MAC és MBD haromszogekben AMC <. = BMD < (csucsszdgek), valamint A h '

MCA<«x =MBD <« = %, mert ugyanahhoz a korivhez tartoz6 keriileti szogek.

A Sz.Sz. hasonlésagi eset alapjan kovetkezik, hogy MACA ~ MDBA, tehat

MA MC AC

—— =——=——. Az elso két arany egyenloségébol kovetkezik, ho

WD MB DB y egy g gy D
MA - MB=MC - MD.

Megjegyzés: A fenti alkalmazasban az a és b egyenesek a C(O,R) kort két-két pontban metszik.

Vizsgaljuk meg, hogy az 6sszefliggés érvényes-e abban az esetben is, ha az egyik vagy mindkét egyenes érinti a
kort.



Ha az M ponton athalad6 a egyenes érinti a kort, akkor 4 és B pontok egybeesnek. M A B
Ekkor a bizonyitand6 egyenléség MB*> = MC - MD alakban irhat6. A BCM és
DBM haromszdgek szogeit vizsgalva észrevessziik, hogy az M < a két haromszog

. A .
kozos szoge, valamint MBC <« = MDB < = TC A Sz.Sz. hasonlosagi eset

MB MC BC

alapjan kovetkezik, hogy MBCA ~ MDBA, tehat WD =——=——-.Azels6 két

MB DB ‘
D

arany egyenl0ségébol kovetkezik, hogy MB* = MC - MD.

Ha mindkét egyenes érinti a kort, akkor 4 = B és C = D, igy az MA* = MC*
azonossag egyértelmu, mivel kiils pontbol a korhdéz hiizott két érinté kongruens.

Jegyezd meg!

Y

* Az értelmezés alapjan az ABC ¢s A'B'C' haromszogek hasonlok, ha egyidében teljesiilnek a
AB AC BC

kovetkezd Osszefiiggések: <Ad=<x A, «B=<B, <C=x(C"¢és ——=——=——.
AB AC BC

* A hasonlosagi esetek elégséges feltételt biztositanak két hdromszdg hasonlésaganak
igazolasahoz.

A hasonlosagi esetek hasznalata hatékonyabb mddszere a hasonldé haromszogek bizonyitasa-

nak, mint az értelmezés.

Az értelmezésben megjelend hat 6sszefiiggésbol elégséges csak kettdét bebizonyitani, ezekbdl

kovetkezik az 6sszes tobbi.

Megnevezés Feltevés Abra Kovetkeztetés
ABCA ~A'B'C'A

A 82.52. eset A =A% 4 éb & Cx=Cx
(keét-két sz6g B =B« C AB AC  BC
kongruenciaja) B = =

AB  AC BC

EAZ O.SZ.O.“eset P y 4 ABCA ~ A'B'C'A
egy-egy szog - z>_\ Bx=B<«,Cx=C<«
kongruencigjaés | AB _ AC _ k & C’ BC
egy-egy arany AB  AC B C —— =k

- BC
egyenldsége)

y A ABCA ~A'B'C'A

Az0.0.0.eset | yp 4o pe > A< =A<
(harom arany 1B = 1C = BC B ¢ Bx =B«
egyenlésége) B C Ca=C«

~

Vi

evr
(A L
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¥ Gyakorlatok, feladatok

n Azonositsatok a mellékelt abran 1évé hasonld haromszogeket, minden haromszogpar esetén megnevezve

a hasonlosagi esetet!

e 2]

Bizonyitsatok be, hogy a mellékelt abran
1év6 haromszdgek hasonlok. Mindkét esetben
irjatok fel az oldalak aranyossagat és a szogek

kongruenciajat.

C a) b)
NS ﬂo
B
y
2
A D 2x g
F

E

Rajzoljatok egy ABC egyenl6 szart
haromszoget, amelyben BAC<« =120°¢és D a
BC oldal egy pontja ugy, hogy ADC <t = 60°.
a) Igazoljatok, hogy az abran van két hasonlo

haromszog.
b) Igazoljatok, hogy A4B>= BC - BD.
Ha BD és CE szakaszok az ABC haromszdg magas-
sagai, akkor igazoljatok, hogy ABDA ~ ACEA.
Az ABC és DEF haromszdgek hasonlok,
valamint az M és N pont a BC illetve EF oldal
egy-egy pontja. Igazoljatok, hogy:
a) ha AM és DN oldalfelezok, akkor

ABMA ~ DENA.
b) ha AM és DN szogfelezdk, akkor

ACMA ~ DFNA.
c) ha AM és DN magassagok, akkor

AM  BC

DN EF’

A DEF egyenl6 oldali haromszog kertilete 30 cm.
Legyen DA oldalfelezd, EB magassag, valamint
FC a DFE <« szdgfelezdje, ahol C € DE.
a) Igazoljatok, hogy DEFA ~ ABCA.
b) Szamitsatok ki az ABDE négyszog keriiletét.

AN
M x N

n Legyen AD az ABC haromzog

T c)

magassaga, 4 < = 90°, valamint
DE az ADC haromszdg magassaga. £l D
a) Igazoljatok, hogy ABCA ~ Z
DACA. A B
b) Igazoljatok, hogy ABDA ~ CDEA.

¢)Ha AC=16 cm, CD = 12,8 cm szamitsatok ki a
BC és EC szakaszok hosszat.

Az ABCD téglalapban E € AB, valamint

BCE« =BDC<.

a) Igazoljatok, hogy BC? = BE - CD.

b) Szamitsatok ki az AE szakasz hosszat tudva,
hogy AB =8 cm és BC =6 cm.

A mellékelt abran AB || CD, BC || DE és
AE =4 - CE. Hatarozzatok meg:
a) Az ABC és CDE

haromszdgek kertiletének

aranyat;
b) A CDE és ABC

haromszdgek teriiletének

aranyat.
Az ABCD paralelogrammaban AE 1 CD,
E € CD és AE N BC = {F}. Allapitsatok meg,
hogy az ADE ¢és FFCE haromszogek hasonlok
vagy nem, mindkét esetet megvizsgalva:
BAD <t hegyesszog vagy tompaszog.
Az ABCD derékszogl trapézban,
A< =D<x =90°. Az atlok metszéspontjan
keresztiil a trapéz alapjaihoz huzott parhuzamos

D

Cc E

az AD oldalt £ D c

pontban metszi.

a) Igazoljatok, hogy E o)
ABEA ~ DCEA.

b) Igazoljatok, hogy
EO a BEC< szbg
szogfelezoje.




Hasonlé haromszogek gyakorlati alkalmazasa

A mértani eszkdzokkel torténé mérések soran csak megkdzelitd értékekhez jutunk. Sok esetben a mérést
lehetetlen elvégezni a tul nagy tavolsadg miatt vagy akar olyan akadalyok miatt, amelyek lehetetlenné teszik a
hozzaférést. Ilyen jellegli mérésekhez Thalész mértani tulajdonsagokat alkalmazott. Egy hires feladat a piramis
magassaganak meghatarozasa az arnyék segitségével. Thalész a hasonld haromszogek tulajdonsagat hasznalva
meghatarozta a hajo tavolsagat a parttol, de két hajo kozti tavolsagot is.

Megjegyezziik, hogy az igy kapott eredmények csak megkozelitd értékek. Az eltérés nem a szamitasbol adodik,
hanem a tavolsagok és szogek méréséhez sziikséges irdny megallapitasanak pontatlansagabol. Az idok soran
olyan korszer(i eszk6zoket hoztak 1étre, amelyek segitségével a kapott értékek nagymértékben megkozelitik a
valos értékeket. Ezen mérési modszerek érdekesek és nagyon hasznosak lehetnek bizonyos helyzetekben.

Alkalmazas i 4

A. Tavolsagok becslése a hasonlésag segitségével
1) Targyak magassdgdanak becslése
Hasonlosag hasznalataval meghatarozzuk a parizsi Eiffel-torony magassagat.

* Haromszogek hasonlosaga

Kijeldljiik azt a kiilsé pontot, ahonnan a mérést szeretnénk végezni (C). Megmérjiik £

a C pont tavolsagat az alap kozéppontjatol, legyen BC = a. Ugy helyezkediink el a g
BC szakaszon, hogy a DE szakasz hossza megegyezzen a magassagunkkal. nm—gﬂ C

A DE = b magassag ismert és megmérjik DC tavolsagot, DC = c.
Mostmar elégséges informaconk van a torony magassaganak meghatarozasahoz.
Az AB és DE egyenesek parhuzamosak (mindkett6 fiiggdleges iranyt), igy az ABC és EDC haromszdgek

hasonlok, ezért AB = BC = £, de a BC, ED és CD hossza ismert.
ED DC EC
AB BC BC-ED a-b
Az — =—— aranyparbol kapjuk, hogy: 4B = vagy AB=——.
D DC yp PJ gy gy -

Feladat a portfélioba

Egy kozeli barattal Parizsba utaztok, hogy megmérjétek az Eiffel-torony magassagat. A 180 cm magas barat a
DE-vel jelolt helyre helyezkedik el. Mérések utan azt kaptatok, hogy BC = 540 m és DC = 3 m. Szamitsatok
ki a torony magassagat, a fentickben bemutatott 1épések alapjan. (Valasz: H =324 m)

torony
2) Egy rogzitett pontig valo tavolsag becslése

A parton allunk a B pontban és szeretnénk meghatarozni ettdl a ponttdl a tdvolsagot a
part menti hajoig. A hajo helyzetét jelolje 4. Hogyan jarhatunk el?

Lassunk egy lehetséges valtozatot. (mellékelt abra)

A B pontboél a C pontba megyiink, megmérve a BC tavolsagot. A homokban
megjeloljiik B4 és CA iranyokat. A BA egyenesen kijeloliink egy £ pontot, ezen
keresztiil parhuzamost hiizunk a BC egyenessel, amely az AC egyenest a D pontban

metszi. Megmérjiik a BE és ED hosszasagokat.

Az ABC haromszdgben DE || BC, a hasonlosag alaptétele alapjan kovetkezik,

AE DE AD AE DE
hogy: — =——=—. Az — = —— aranyparbdl szarmaztatassal kapjuk, ho
& B BCc ac " apBc TP PIuE- o8y ¢
AB—AE BC-DE

AB

innen pedig az kovetkezik, hogy a hajoig 1évo tavolsag:

EB-BC

d=AB=———.
BC-DE
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Feladat a portfélioba

A 2. alkalmazas 1épéseit kovetve hatarozzatok meg az 4B hosszat, ha BC = 60 m, DE= 58 m és BE =10 m.
(E: AB =290 m)

3) Két pont kozotti tavolsag becslése

Az A pontban allva szeretnénk meghatarozni a tavolsagot B pontig. A
kozvetlen mérés lehetetlen a kozbeeso akadaly miatt. Keressiink egy
modszert az AB szakasz hoszzanak meghatarozasahoz. (mellékelt abra)
Kijeloliink egy C pontot ugy, hogy tudjuk megmémi az AC és BC
tavolsagokat. Megjeldljiik a CA és CB iranyt. A CA illetve CB szakaszon
szeretnénk rogziteni a D €s E pontot ugy, hogy a D és E pont kdzott ne
legyen akadaly. A kovetkezOképpen jarunk el:

1) A CA szakaszon kijel6ljiik a D pontot. 2) Megmérjitk a CD, AC és BC

szakasz hosszat. 3) A CB szakaszon kijel6ljiik az £ pontot ugy, hogy ¢E = Q

4) Megmérjiik a DE szakasz hosszat. CB (4
5) Alkalmazzuk Thalész tételének forditott tételét, ez alapjan kovetkezik, hogy DE || AB.

Az ABC haromszogben a hasonlosag alaptétele alapjan kapjuk, hogy: DE_CD _CE

Cc4 AB CA CB’
Innen kovetkezik, hogy 4B = D DE tehat az AB tavolsagot meghataroztuk.

Példa. Az AC = 15 m és BC = 45 m, sajatos esetben megvalaszthatjuk a D pontot ugy, hogy CD =1 m. A CB

CE CD CE 1 .
szakaszon kijel6ljiik az E pontot ugy, hogy — =——, tehat — = —. Kovetkezik, hogy CE = 3 m, azzal
jeloy p gy, hogy CB_CA’ 45 15 gy
a feltétellel, hogy a DE szakaszt tigy valasztottuk meg, hogy a D és E pont kdzott nincs akadaly. Ellenkez6
esetben a D pontot a kedvezé modon ujravalasztjuk. Mérés utjan kapjuk, hogy DE = 5 m. Ekkor % = % = %,

vagyis AB=75m.

B. Két hasonl6 haromszag teriiletének aranya
Tudjuk, hogy a haromszog teriiletének kiszamitasahoz sziikség van a magassag hosszara. Hasznos lesz a
kovetkezd tétel:

1. tétel.

Ha két hasonlé hdromszog esetén a hasonldséagi arany k, akkor:
a) a megfeleld oldalfelezOk aranya £;
b) a megfelel6 magassagok aranya k;
c) a megfeleld szogfelezok aranya k.

Bizonyitas: A DEF és az ABC hasonld haromszogek, a hasonldsagi arany £.

Ekkor D =A<« ,Ex =B, F<x = C<):es%:£ DF =k. D

AB BC AC
a) Igazoljuk, hogy a D és A csucsbol huzott két oldalfelezd aranya k.
Jelolje M és N a BC, illetve EF oldalak felez6pontjat.
EF L
Ekkor EN _ 2 _EF_ és DE_EN

BM BC BC AB BM’
2




A felteveésbdl adodik, hogy E <t = B« igy az O.Sz.0. hasonlosagi eset alajan D

D DE .
DENA ~ ABMA, tehat ﬁ = T = k. Bebizonyitottuk, hogy két hasonlo

haromszoben a megfeleld oldalfelez6k aranya egyenld a hasonlosagi arannyal. £ N
b) Igazoljuk, hogy a D és 4 csticsbol hiizott két magassag aranya k. A DEF
és ABC haromszdg magassaga DN ¢és AM. Ekkor a két haromszdgben a

DNE <« és AMB <« derékszogek kongruensek. Mivel E<« = B igy a Sz.Sz.

eset alapjan DENA ~ ABMA, tehat % = D—g = k. Bebizonyitottuk,

A
D
hogy két hasonl6 haromszdgben a megfelel6 magassagok aranya egyenld 4

a hasonlésagi arannyal.
¢) Megjegyezziik, hogy a szogfelez6 hosszan a haromszog egyik csucsa
valamint a szemkdzti oldal €s a szogfelezé metszéspontja altal N F
meghatarozott szakasz hosszat értjiik. Legyen DN az EDF <, N € EF és
AM sz06g szogfelezdje BAC<«x, M € BC.
Igazoljuk, hogy a DN és AM szakaszok aranya k.

Mivel BAM <« = BAZC"E _ED 2F L _EDN«,B<« = E<, ezérta Sz.8z.

hasonlosagi eset alapjan DENA ~ ABMA, tehat DN = DE =k.
AM  AB

2. tétel.
Ha két hasonl6 haromszog esetén a hasonlosagi arany k, akkor a két haromszog tertiletének aranya &>,

Bizonyitas. A fenti dbra alapjan a DEF és az ABC haromszogek hasonlok, a hasonlosagi arany k, azaz BC =k.

Igazoltuk, hogy a megfelelé magassagok aranya is k, tehat % = k. Kiszamitjuk a két haromszog teriiletének

EF -DN
aranyat: Toms ___2 =E-ﬂ=k~k=kz.
ABCA BC-AM  BC AM
2

A bizonyitott tételt kijelentjiik a kovetkezoképpen:
Két hasonlo haromszog teriiletének aranya egyenlé a hasonlosagi arany négyzetével.

1. alkalmazas. Az ABC derékszogli haromszogben BAC < = 90°, 4B =8 cm,
AC = 6 cm. Meghosszabitjuk az 4B szakaszt a BD = 1 cm-es szakasszal, D
majd az AC félegyenesen felvessziik az E pontot ugy, hogy ADE<x = ACB<«. B
a) Igazoljatok, hogy az ABC és AED haromszdgek hasonlok.

b) Szamitsatok ki az ADE haromszog teriiletét.

Megoldas. a) Az O.0. hasonlésagi eset alapjan az ABC és AED

haromszdgek hasonlok, hiszen BAC <« = EAD <« (k6z0s sz0g) és a

feltevésbdl ACB<x = ADE <.

b) Az ABC és AED haromszogek hasonldsagabol kapjuk, hogy a

hasonldsagi arany A
2
p=dc_ AC 6 2 Mivel—TABCA:kzz(%j _4
AD AB+BD 9 3 AEDA 3 9
. AB-AC 8-6 . 4 9
e T pop = > :7=24 (cm?), ezért T o =T . - 5:24.Z=54 (cm?).

* Haromszogek hasonlosaga



2. alkalmazas. Az ABC haromszdgben a P pont a BAC < szdg egy belso
pontja. Az AP egyenes a BC oldalt D pontban metszi. Igazoljatok, hogy:

2 oTum D5 by Lancs DA
= T 4 DC T ppca DP
E Megoldas.
E a) A BE és CF az ABP és ACP haromszdg magassaga. A BDE és CDF
e  haromszogek hasonlok, mert
DB BE P
BED < = CFD < (90°) és BDE < = CDF <« (csucsszogek). Ekkor DC - CF

Azt kapjuk, hogy % - ﬁ — BE- 4P — 2- qJABP — TABP )
DC CF CF-AP 2-Ty;p Tycp
b) Az AM és PN szakasz az ABC és PBC haromszdg magassaga. Az ADM és PDN haromszogek hasonlok, mert

AMD < = PND <« (90°) és ADM <« = PDN< (csucsszogek). Ekkor b4 = AM

- - DP PN’
Azt kapjuk, hogyD—A _AM _AM-BC 2 Tupc _ Tusc|
DP PN PN-BC 2 -Tppe  Tppe
3. alkalmazas. Az ABC haromszog AB, BC, illetve AC oldalan felvessziik a D, E és F pontot ugy, hogy DE || AC
¢és DF || BC. Tudjuk, hogy az ADF haromszog teriilete 4 cm? és a BDE haromszog teriilete 9 cm?. Szamitsatok ki
az ABC haromszog teriiletét!

Megoldas:
. . ) . T, AD’
Az ADF és ABC haromszogek hasonlok, tehat = = (1.
T e AB
2 T AB’
A BDE és BAC haromszogek hasonlok, tehat T o = BD vagy —2S="—0 (2).
e AB T ypr  BD
. , T AD*> AB> T AD?
Osszeszorozva az (1)-es és a (2)-es azonossagot kapjuk, hogy —#25- —45€ = ————— AL = ——
T pc Ty AB* BD* Ty, DB

: AD 2 . AD 2
4 = A—D2 , tehadt —— =—. Szarmaztatassal kapjuk, hogy —=—.
9 DB DB 3 AB 5

qJ 2
Az (1) azonossagbol kovetkezik, hogy —225 = (A—Dj , 4 i, ahonnan 7, =25 cm’.
qJABC AB C/4ABC 25

Jegyezd meg!

= (1

* Ha két haromszog hasonld, akkor a megfelel6 oldalfelezOk, magassadgok és a megfeleld
szogfelezOk aranya egyenld a hasonlosagi arannyal.
* Két hasonlo haromszog teriiletének aranya egyenl6 a hasonlosagi ardny négyzetével.




n Gerg6 a vakacidban a

A
¥ Gyakorlatok, feladatok

@

nagysziileihez megy. D
Megéllapitja, hogy a

kerti kut javitasra szorul, y
ezért tudni szeretné a kut ’
mélységét a viz felszinéig y
(h = AD). Mivel nincs )/
ilyen hosszi mérdszalagja ’
a kovetkezoképpen jar el:
Gerg6 magassaga 1,8 m és
ha 0,3 m tavolsagra all a
kuttol, akkor pontosan meglatja a viz felszinének
érintkezését a kut falaval. Tudva, hogy a kut
atmérdje 1,2 m Gergo allitja, hogy meg tudja
hatarozni (megkozelitve) a kit mélységét a viz
felszinéig. Figyeljétek meg a mellékelt abrat és
hatarozzatok meg a kit mélységét a viz felszinéig.

1,2 /’|0,3

Egy egyenes titvonalon kozlekedd
drotkotélpalya ércet szallit 4B tavolsagon, mely
375 m. Az 4 pontb6l 45 m megtétele utdn 3 m
magassagba ér. Szamitsatok ki a B végpont
magassagat!

B

P

Dani jatszoterét egy g6 vilagitja meg, amely
5 m magasan van felszerelve egy oszlopra.
Dani magassaga 1,65 m és 6,7 méterre all az
oszloptol. Szamitsatok ki Dani arnyékanak
hosszat.

1,65 m| ™
4 6,7m

n Egy bevasarlokozpont az ABCD négyzet alaka

40 m

telekre van épitve. Ennek vazlata a mellékelt
abran lathat6. Az AMN és BCM haromszogek
iizletek szdmara kijelolt helységek, ahol az M
pont az AB szakasz felezopontja és MN 1 MC.
Tudjuk, hogy DN = 225 m. Szamitsatok ki az
iizletek szdmara kijelolt feliilet nagysagat.

D C

were

A M B

Bence egy kosarlabdapalyat szeretne
megtervezni az udvaron, amelynek hossza

20 m. A kert alakja derékszogli haromszog

és méretei 30 m, 40 m, 50 m. A kivitelezo
harom valtozatot mutat be, amint az alabbi
abra mutatja. Hatarozzatok meg, hogy melyik
valtozatot valassza Bence ha tudjuk, hogy a
lehetd legnagyobb feliiletii palyat szeretné

g
50 m
20 m
20 m
20 m
\
%(_/
a) 30 m b) C)

V e::éOS x gy

¢

w
7

i)
a9
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Ismeretfelméro

Hivatalbol 10 pont jar
L Parositsatok az elsé oszlopban lévé szamokkal jelolt kifejezéseket a masodik oszlopban lévé valaszokkal,
ugy, hogy helyes legyen!
1. A mellékelt abran BE || CF || DG, EL || AD, EL N CF = {H},
HI|| FGés AB=4cm, BC=6cm, AD =20 cm, AG =30 cm,
DG =24 cm. Ekkor:
A B
5p 1. CF= a. 3,6cm
5p 2. FG= b. 12cm
_ c. 48cm
o 3. DL= d. 37cm
ap 4. Ky = e. 15cm
f. 18cm
II.  [rd ki az egyes feladatokhoz tartozé egyetlen helyes vdlasz betiijelét!
3 |[1. Az ABCD négyzetben AB =6 cm, E a CD oldal felez6pontja, BE N AC = {F} és
FM|| CD, M € BC. Az FM szakasz hossza:
A.2cm B.3cm C.4cm D.6cm
10p [2. A DEF egyenl6 oldalti haromszog stlypontjan keresztiil az EF oldallal htizott pArhuzamos a DE és DF'
oldalt a 7, illetve S pontban metszi. Ha EF = 15 cm, akkor a DTS haromszog keriilete:
A.15cm B. 20cm C.25cm D.30 cm
5p [3. Az ABCD téglalap CD oldalan felvessziik az E és F pontot gy, hogy DE=CF=2cm. Ha4B=12cm
és AF N BE = {P }. akkor:
A.AP=1,3)-PF B. A4P=1,5-PF C.AP=2-PF D.AP=PF
3 (4. Az ABC haromszogben, ABCX = 90°, 4B = 30 cm, BC = 40 cm, AC = 50 cm és D € BC,
CD =0,75 - BC. A D pont tavolsadga az AC egyenestol:
A.15cm B. 16 cm C. 18 cm D.20 cm
II. [rd le a feladatok részletes megolddsat!
1. Az MAB haromszogben az MAB és MBA szogek szogfelezoi az [ pontban metszik egymast, vala-
mint az / ponton keresztiil az AB egyeneshez huzott parhuzamos az MA és MB oldalt a C illetve D
pontban metszi. Tudjuk, hogy MC =12 cm, M4 = 18 cm, MD = 8 cm.
5p a) Szamitsatok ki a BD szakasz hosszat.
10p b) Igazoljatok, hogy C/=6 cm.
10p ¢) Hatarozzatok meg az 4B szakasz hosszat.
2. Az ABCD rombuszban AC N BD = {O}. A BC oldal felez6pontja a P, illetve a CD oldalé a Q pont.
Az AP egyenes a BD egyenest az E pontban, mig a BQ egyenes az AC egyenest az F' pontban metszi.
10p a) Igazoljatok, hogy az ADE és PBE haromszogek hasonlok.
. E
10p b) Szamitsatok ki az B_g arany értékét.
5p ¢) Igazoljatok, hogy az EF és BC egyenesek parhuzamosak.




Metrikus osszefuggesek a
dereksz0gu haromszoghen

7.1. Meroleges vetiiletek egy egyenesre. Magassagtétel. Befogotétel

7.2. Pitagorasz-tétel. A Pitagorasz-tétel forditott tétele

7.3.Trigonometriai alapismeretek a derékszogii haromszogben: hegyesszog
szinusza, koszinusza, tangense, kotangense

7.4. A derékszogili haromszog megoldasa. Alkalmazasok

Sajatos kompetencidk:

E=3 EX2 EXA 2 XA A




Meroleges vetuletek egy egyenesre.

A magassagtétel. A befogotétel

Mer6leges vetuletek egy egyenesre

1. Ertelmezés. Az A pontnak a d egyenesre esé merdleges vetiilete az 4 pontbol a d egyenesre allitott
merdleges talppontja. (Rovidebben: az A pont vetiilete a d egyenesre).

Jelolés: ha M az A vetiilete a d egyenesre, igy irjuk: pr, 4 = M.

* Metrikus 0sszefliggések a derékszog haromszogben

Példik. % ) 9
a) Az 4 pontnak a d, egyenesre esO vetiilete 4, mert A4, L d ésd,ed. T \.- T
Az A pontnak a d, egyenesre es6 vetiilete 4, mert A4, 1 d,és 4,e€d.,. 4, 4
Az A pontnak a d, egyenesre es vetiilete 4,, mert A4, 1 d.és A,ed.. L 3
Jeloles: 4, =prd1A, A, =prd2A, A, =prd3A. P g

A fenti példakban az 4 pont nincs azon az egyenesen, amire vetitjik.
b) Ha az 4 pont a d egyenesen fekszik, akkor az 4 vetiilete d-re maga az 4, mivel '
az A-n atmeno, d-re merdleges egyenes talppontja maga az 4. [—IIA d
Minden mértani alakzat egy ponthalmaz, tehat beszélhetiink egy ponthalmaz egyenesre es6
merdleges vetiiletérol.

2. értelmezés: Az F ponthalmaznak a d egyenesre eso vetiiletén az
F halmaz ésszes pontjanak a d-re esd vetiileteinek halmazat értjiik.

Példak. A mellékelt abran kiilonb6z6 sikidomok és azok d-re
esO vetiiletei lathatok. Megfigyelhetjiik, hogy a (pirossal
jelzett) vetiiletek mindegyike szakasz vagy pont.

Tétel

1) Ha 4B A d, akkor az AB szakasznak a d egyenesre es vetiilete az 4'B’ szakasz, ahol 4" =pr, A és B' = pr, B.
2) Ha AB 1 d, akkor az AB szakasznak a d egyenesre es6 vetiilete az 4’ pont, ahol A" = pr, A.

Bizonyitas. Tekintsiik az AB szakaszt €s a d egyenest. Két esetet targyalunk: AB A désAB Ld.
1) Az AB szakasz tartoegyenese nem merdleges d egyenesre. A
Jeloljiik A'-tel és B'-tel az A illetve B pont d-re es6 vetiiletét; nyilvanvaléan 4" = B'.

0 Igazoljuk, hogy az AB szakasz vetiilete az 4'B’ szakasz.

Az AB szakasz egy tetszOleges M pontjanak a d egyenesre es6 vetiiletét jeldljiik M'-tel. _D 8 ood

Ebbél az AA4" || BB' || MM’ dsszefiiggést kapjuk, mivel ugyanarra a d egyenesre merdlegesek. 4° M’ B’
MM' és AA' parhuzamosak, ebbdl kovetkezik, hogy A és A" az MM’ egyenes ugyanazon

oldalan helyezkedik el. Hasonloan, B és B'is az MM’ egyenes ugyanazon oldalan helyezkedik el. Mivel 4 és B
az MM’ egyenes kiilonboz6 oldalan talalhato, kovetkezik, hogy 4’ és B'is az egyenes kiillonb6z6 oldalan van,
tehat M' az A'B' szakaszon talalhato.

Hasonldéan bizonyitjuk, hogy az A'B’ szakasz barmely pontja az AB szakasz valamely B
pontjanak vetiilete. Vegyiink fel egy M’ pontot az 4'B’ szakaszon, allitsunk merdlegest M’-ben M
a d egyenesre és jeloljik M-mel ezen merGleges és az AB egyenes metszéspontjat. Mivel

AA" || MM || BB', a fentebb leirt modon kovetkezik, hogy M az 4 és B kozott helyezkedik el, 4 \
tehat az AB szakaszon fekszik. '

2) Az AB szakasz merbleges a d egyenesre, igy az AB egyenes a d egyenessel derékszoget 1\

alkot, és az A' pontban metszik egymast. A M d
Igazoljuk, hogy az AB szakasz vetiilete a d egyenesre az A' pont, vagyis az AB szakasz
minden pontjanak a vetiilete ugyanabba az 4’ pontba esik.



Feltételezziik az ellenkezdjét: 1étezik egy M pont az AB szakaszon, amelynek az M’ vetiilete kiilonbdzik

az A" ponttol: M' = A'. Kovetkezik, hogy az MA'M' haromszdgnek két derékszoge van, ami ellentmondas.
Az ellentmondast az okozta, hogy a feltételezés hamis, tehat az 4B szakasz minden pontjanak a d egyenesre
esO vetiilete az A’ pont. Kovetkezik, hogy az AB szakasz vetiilete a d egyenesre az A’ pont.

1. alkalmazas
a) Egy szakasz vetiiletének hossza kisebb a szakasz hosszanal vagy egyenld vele.
b) Egy szakasz felezOpontjanak egy egyenesre es6 vetiilete a vetiileti szakasz felezépontja.

Bizonyitas. a) AB a szakasz, d az egyenes €s C = pr, 4, D = pr, B. Kovetkezik, hogy az AB szakasz d egyenesre

es6 vetiilete a CD szakasz, ezt igy jeldljik: pr, 4B = CD.

Osszehasonlitjuk az 4B és CD szakaszok hosszat.

Az AB 1 d eset nyilvanvalo, mivel az AB szakasz vetiilete egy pontta zsugorodik, C = D.
Tovabbi két esetet kell vizsgalni: a ) AB || d és a,) AB ¥ d. A

>3

a,) Ha AB || d, akkor figyelembe véve, hogy AC 1 d és BD 1 d kdvetkezik, hogy AC || BD

-

QU

és ACD< = BDC< =90°. Mivel 4B || CD, kovetkezik, hogy ABDC téglalap és CD = AB. C_l

a,) Ha az 4B egyenes nem parhuzamos a d egyenessel, megszerkesztjiik az £ € BD
pontot ugy, hogy AE 1 BD. Az AEDC négyszog egy téglalap és AE = CD. Az ABE
haromszdgben AEB <« = 90°, és mivel a befogo révidebb, mint az atfogd, AE < AB A
tehat CD < AB. =

m W O

W

] B

Az a)) és a,) esetekbdl kovetkezik, hogy CD < 4B. ¢

b) Az AB L d esetet nem sziikséges targyalni, mert ebben az esetben C = D. Marad az M

AB X deset. Az A, M és B pontbdl a d egyenesre allitott merélegesek egyenld y
kozli parhuzamosok (M az AB szakasz felezOpontja). Alkalmazva az egyenl6 kozi

parhuzamosok tételét kdvetkezik, hogy N a CD szakasz felez6pontja. C N D

2. alkalmazas D
Az ABCD paralelogrammaban 4 hegyesszog, a BD atlé nem merdleges az AD 1
oldalra é¢s AC N BD = {0 }. Megszerkesztjiik a kdvetkezo vetiileteket:

E az O pont AB-re esé vetiilete, F az O pont AD-re esé vetiilete, G a D pont
AB-te eso vetlilete, H a B pont AD-re eso vetiilete.

Igazoljuk, hogy BE - FH = DF - GE.

Megoldas. G = pr D és B = pr B, tehat a BD szakasz vetiilete az AB
egyenesre a BG szakasz.

E = pr, 0 és O a BD szakasz felez6pontja, tehat £ is a BG szakasz felezOpontja: BE = EG = a. (D
H=pr, BeésD=pr, D,tehata BD szakasz vetiilete az AD egyenesre a DH szakasz.
F =pr, 0 ¢s O aBD szakasz felezOpontja, tehat /' is a DH szakasz felezOpontja: DF = FH = b. 2)

Az (1) és (2) osszefiiggésekbol kovetkezik BE - FH = a - b = DF - GE, amit igazolni kellett.

Feladat a portfélioba

Fogalmazzatok ujra és oldjatok meg a 2. alkalmazast, ha 4 tompaszog.

v
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Adott az 4, B és C pont )
és a d egyenes gy, hogy A

Aed Bed Cedés
AC 1 d. Masoljatok le :
az alabbi mondatokat és 4 .

. C: iB
egészitsétek ki ugy, hogy '
igaz kijelentéseket kapjatok.

a) A C pont a(z) ... pont merdleges vetiilete a d
egyenesre.

b) A B pont a(z) ... pont merdleges vetiilete a d
egyenesre.

Az A és B pont a b egyenes azonos oldalan ta-
lalhatd, AB £ b. Az AC és BD egyenes merGle-
ges a b egyenesre, C € b, D € b.

A\
LB
C D b

Nevezzétek meg a kovetkezd vetiileteket: pr, 4,
pr,B és pr, AB.
Megjegyzés. A 2-es, 3-as, 4-es és 9-es felada-
tokban pr 4 az A pont d egyenesre esd vetiiletet
jeloli.
Adott a d egyenes, valamint az E és G pont,
E ¢ dés G € d. Vegyétek fel az F' € d pontot
ugy, hogy teljesiiljon az EF L d feltétel.
Nevezzétek meg a kdvetkezo vetiileteket: prdE,
prdG és prdEG.
Az A és B pont a d egyenes kiilonbz6 oldalan
helyezkedik el, AB N d = {C}.
Legyen AD 1 d,De désBE 1 d,Ec d.
a) Nevezzétek meg a: prdA, prdB, pr, C, prdAB

vetiileteket.
b) Ha C az AB szakasz felezopontja,

igazoljatok, hogy prdC a DE szakasz
felezopontja.

Abrazoljatok az xOy derékszogii koordinata-
rendszerben az 4 (-2;4), B(0; 3), C(3;-2),
D (5; 0) pontokat, majd ezen pontok Ox
tengelyre es6 A', B', C' illetve D' vetiileteit.
Hatarozzatok meg az 4, B, C és D pontok
koordinatait.

Abrazoljatok az xOy meréleges koordinata
rendszerben az A(-3;-4),B(0;2), C(1;5),
D (3; 0), pontokat, majd ezen pontok Oy

tengelyre es6 4', B', C', illetve D' vetiileteit.
Hatarozzatok meg az A', B', C' és D' pontok
koordinatait.

A P pont az xOy szdg belsd tartomanyaban
talalhatd, az OP szakasz vetiiletei a szog
szaraira az OA illetve OB kongruens szakaszok.
Igazoljatok, hogy az OP félegyenes az xOy sz0g
szogfelezdje.

A d egyenes kiilonboz6 oldalan adott az M és N
pont,d NMN={0},ésd=pr,M, B=pr,N.
Mutassatok ki, hogy:

a) Ha OM = ON, akkor OA = OB.

b) Ha O4 = OB, akkor OM = ON .

A mellékelt abran az 4, B és C pont a d egyenes
azonos oldalan helyezkedik el és BC || d.

A
BC
d i i :
B 4’ C’

Dontsétek el a kovetkezo kijelentések logikai

értékét:

p;: prdAB =A'B';

pzzprdACzA’C’;

p;: prdBCz B'C'.

Az ABC haromszog magassaga AD.

a) Szerkesszetek abrat, majd nevezzétek meg
az AB és AC oldal vetiiletét a BC egyenesre a
kovetkezd esetekben:

1) B& < 90° és Cx < 90°;
2) B< > 90°.

b) Hatarozzatok meg a ,,BD + DC = BC”
kijelentés logikai értékét az a) alpont
mindkét esetében.

Az A, B, C és D kollinearis pontok a d egyenes

ugyanazon oldalan helyezkednek el ugy, hogy

AB=BC=CD.Az A", B', C'és D'pontok az A4,

B, C, illetve D vetiiletei a d egyenesre. Igazolja-

tok a kovetkezo egyenléségeket:

a)A'B'=B'C'=C'D'

b) BB':AA +CC ,CC'=BB +DD ’
2 2
BB,ZZAA;DD ’ CC'=AA +32DD .



A magassagtétel

Akarcsak az egyenld oldali haromszogeknek, a derékszogli haromszogeknek is szadmos elméleti és gyakorlati
alkalmazasa ismeretes. A matematika torténetének kezdete ota ismertek a derékszogli haromszoggel kapcsolatos
felfedezések, amelyeket a tarsadalmi élet tobb teriiletén alkalmaznak.

Egy kis torténelem

A legkorabbrol fennmaradt matematikai feljegyzések (Kr.e. 2000 — 1800), amelyeket babiloniai agyagtablak
(Plimpton 332 agyagtabla) és papirusztekercsek (Rhind-papirusz) driztek meg, tartalmazzak a derékszogi
haromszog oldalhosszaként értelmezheté szamokat (pitagoraszi szamok) €s a derékszogii haromszog
tulajdonsagait

Emlékezteto ~

A mellékelt dbra szerint az A-ban derékszdgli ABC haromszogben, a CA,

BA és AD szakaszok a haromszog magassagai €és az 4 pont a haromszog

magassagpontja (ortocentruma).

1) Egy derékszdgli haromszogben a befogok a haromszog magassagai.

2) A haromszog derékszogii csucsa, a haromszog magassagpontja
(ortocentruma).

. J

Fedezziik fel, értsiik meg!

A magassagtétel
Egy derékszogli haromszogben az atfogdhoz tartozd magassag a befogok atfogora esd vetiileteinek mértani
kozepe.

Bizonyitas. Az ABC derékszogli haromszogben BAC < = 90° és AD az atfogdhoz

tartozo magassag. Bizonyitando, hogy: AD =+ BD-CD . Ezzel egyenértékii

relaciok AD*=BD - CD és g—g = % . A kapott aranypar azt sugallja, hogy

keressiink hasonld haromszogeket és ezekben hasonlosagi aranyokat.
Az AD szakasz az ADB és ADC haromszognek is oldala.

Mindkét haromszog derékszogl: ADB <« = ADC < = 90°, tovabba az ABD és CAD szdgek kongruensek
egymadssal (ugyanaz a BAD szdg a potszogiik), tehat ABDA ~ CADA. A hasonlé haromszogek oldalaira

vonatkoz6 arnysor: 48_5D_ A—D, ¢sa B2 _AD aranyparbol kovetkezik, hogy AD* = BD-CD amit
igazolni kellett. C4 4D CD AD CD

Alkalmazas

1. alkalmazas. a) Az ABC derékszogl haromszdgben BAC <« = 90°. Szamitsuk ki az AD atfogohoz tartozo
magassagot, ha DC = 2,25 - BD és AD + BC =57 cm.

b) Az ABC derékszogii haromszdgben BAC < = 90°, AD az atfogdhoz tartozé magassag, DC = k** BD és
AD + BC = a, (a és k adott pozitiv szamok). Szamitsuk ki az 4D szakasz hosszat a és k fiiggvényében.

* Metrikus 0sszefliggések a derékszogd haromszogben
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* Metrikus 0sszefliggések a derékszog haromszogben

Megoldas. a) BD = x jeloléssel DC =225 - BD=2725x,és BC=BD+DC=x+225-x=3,25"x.
Az ABC haromszogben alkalmazzuk a magassagtételt: AD*=BD -DC =225 - x> > AD=1,5 - x.
A feltétel szerint AD + BC=57= 1,5 -x+3,25 - x=57=4,75 x=5T=x=57:4,75=12.
Végeredmény: AD=1,5-x=18 cm.

b) Kifejezziik a BC atfogdt az AD magassag fliggvényében: BC = BD + DC. Ide behelyettesitve DC-t, kapjuk,
hogy BC=(K*+1)-BD. (1)
Az ABC haromszdgben alkalmazzuk a magassagtételt: AD* = BD - CD , ebbdl kdvetkezik, hogy

AD*=Fk*BD* AD=k-BD, BD = %, végiil az (1)-es dsszefliggés alapjan BC = (k2 + 1) . £
: AD : Pt k+1
Az AD + BC = a feltételbdl kdvetkezik, hogy: AD + (k> + 1) - = =a,majd AD - % =a, végiil
AD = 2“41‘_
k™ +k+1

Miel6tt megfogalmaznank a magassagtétel forditott tételét, Ojrafogalmazzuk a magassagtételt, kiemelve a
feltevést és a kovetkeztetést.

Ujrafogalmazds: Adott az ABC haromszog és a BC oldalhoz tartozé 4D magassaga.

Ha az ABC haromszog A-ban derékszogli (4 <« = 90°), akkor 4D =+ BD-CD.
A forditott tételt ugyanabban a keretben fogalmazzuk meg, azaz az ABC haromszogrol és annak az AD
magassagarol beszélink.

A direkt tétel feltevése Kovetkeztetés
Az ABC héaromszdg derékszogii: A< = 90° AD =+ BD-CD

Ahhoz, hogy eldontsiik, hogy a forditott tétel igaz-e, el kell dontsiik, hogy az AD =+ BD-CD,
Osszefiiggésbol kovetkezik-e, hogy a haromszog derékszogii A-ban?

Meglepd, de ez a kdvetkeztetés nem mindig igaz. Mégis, egy tovabbi feltétel hozzaadasaval érvényes tételt
kapunk.

A magassagtétel forditott tétele
Ha az ABC haromsz6g nem tompaszogl, és az 4D magassag mértani kozepe az AB és AC oldalak BC-re esd
vetiileteinek, akkor a haromszdg derékszogu.

Bizonyitas. Az ABC haromszogben AD 1 BC, D € BC. A kirétt feltétel azt A
eredményezi, hogy D a BC szakasz bels6 pontja.

A feltétel szerint AD =~/ BD-CD, ezzel ekvivalens AD> = BD - CD vagyis

BL L
4D = % Az igy kapott aranypar és az a tény, hogy az ADB és CDA haromszogek D

CD AD

derékszogliek ADB-ben illetve CDA-ban, azt eredményezi, hogy ezek a

haromszdgek hasonléak (0.Sz.0. eser).

Kovetkezik, hogy ABD <« =CAD <« és BAD <« = ACD <. Az ABD derékszogli haromszdgben az ABD és BAD
szogek potszogek, és figyelembe véve, hogy ABD <« = CAD <, kovetkezik, hogy a CAD < és BAD <« szdgek
is potszogek, tehat BAC <« derékszog.




Megjegyzés. Egy ellenpéldaval indokoljuk azt a kitételt, hogy az ABC haromszog
nem lehet tompaszogil.

A CD szakaszt négy egyenl6 részre osztjuk és jeloljiik B-vel a D-hez legkdzelebb
fekvo osztopontot: CD = 4BD. A D pontban merdlegest allitunk a BC egyenesre, _
ezen felvessziik az A pontot Ggy, hogy AD = 2BD. D B

Azt kapjuk, hogy /BD-DC =~/BD-4-BD =2-BD = AD

BC és CD az AB illetve AC oldalak BC egyenesre €s0 vetiiletei.
Kovetkeztetés. Létezik olyan ABC haromszog, amelyben az AD magassag az AB és AC oldalak BC-re es6
vetiileteinek mértani kdzepe, de a haromszog nem derékszogil.

Q

Tudtatok-e, hogy... ?

1) Az ellenpélda egy olyan példa, amely megcafol egy matematikai kijelentést.
2) Egy matematikai allitast bizonyitassal sziikséges igazolni.

3) Egy matematikai allitast egyetlen ellenpéldaval meg lehet cafolni.

* Metrikus 0sszefliggések a derékszogd haromszogben

. . " atb
2. alkalmazas. Adott két, a és b hosszlisagu szakasz. Szerkessziik meg vonalzo és korzo segitségével az

a+b

b

ésVa-b , hosszlisagn szakaszokat, ezaltal igazoljuk a kdzéparanyosok egyenlétlenségét: Ja-b<
barmely a és b pozitiv szam esetén.

Megoldas. Kimutattuk, hogy a befogdk atfogora esé vetiiletének mértani kdzepe éppen az atfogoéhoz tartozo
magassag hossza. Meg kell tehat szerkeszteniink egy derékszogii haromszdget, melyben a befogok atfogora eséd
vetiiletei kongruensek az adott szakaszokkal.

Emlékeztetd: egy félkorbe irt keriileti sz6g derékszog. A keresett haromszog szerkesztésének 1épései:

Az adatok meghatarozasa: adottak az a és b hossziisagu szakaszok. % b e T N
e v ,° DR

1. lépés. Meghﬁzzuk a d egyenest, r.é')gzitiink rajta egy D pontot, és korzo segitségével " 4 D B
megszerkesztjiik a két oldalan az a illetve b hossziisagu szakaszokat. o Vv oa ) /' /l

\/\ll/\ \\ ' A PR

‘ . \ \ N - P /
2. lépés. Azonos korzonyilassal 4 és B kdzéppont koroket A D\O B S~
rajzolunk. Ezek két pontban metszik egymast, az AB szakasz felezd : b HF
merdlegesén. A felez6 merdleges és az AB egyenes metszéspontja I AL
egyben az AB szakasz felezOpontja, ezt O-val jeldljiik. W

RN
3. lépés. Megszerkesztjiik az O kozéppontu, AB atmérdji félkort. Ezutan D-ben

merdlegest kell allitanunk az 4AB-re. Korzd és vonalzo segitségével megszerkesztjiik
egy D kdzéppontu szakasz felez6 merdlegesét. Az igy kapott, D-ben az AB atmérore
allitott merdleges C-ben metszi a kort. Mivel félkdrbe van irva, az ABC haromszog .
derékszogli C-ben és CD az atfogdhoz tartoz6 magassaga. A magassagtétel szerint Nt

CD=+AD-BD =+a-b.

b
A CO sugar az atmér6 hosszanak a fele, tehat CO = g = AD+ DB = a; . Barmely derékszogii

2
haromszdgben a befogd hossza kisebb, mint az atfogd hossza. A DCO haromszog derékszogi, tehat DC < CO,

vagyis va-b Sa_erb'

' Jegyezd meg!

® Egy derékszogli haromszogben az atfogohoz tartozd magassag a befogok atfogora eso
vetiileteinek mértani kdzepe.
Ha az ABC haromszog nem tompaszogi, és az AD magassag mértani kdzepe az AB és AC
oldalak BC-re eso vetiileteinek, akkor a haromszog 4-ban derékszogt.
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n Rajzoljatok egy ABC derékszogii haromszoget

(A< =90°), és huzzatok meg az ABC

haromszdg 4D magassagvonalat és az ACD

haromszog DE magassagvonalat. Dontsétek el a

kovetkezd kijelentések logikai értékét:

p,: Az ABC haromszdgben az 4B befogo
vetiilete a BC atfogora BD.

p,: Az ACD haromszdgben CD befogo vetiilete

az AC atfogora AE.

p,: AD*=BD - DC

P, DE?* = AE + EC

Szamitsatok ki egy derékszogii haromszogben

az atfogohoz tartozé magassagot, ha a befogdk

atfogora es6 vetiilete:

a) 5 cm és 20 cm;

c) 16 cmés 9 cm;

e) V3 dm és 343 dm.

Az ABC haromszogben 4<% =90°, AD 1 BC,

D e BC.

a) Ha BD = 8 cm és CD = 18 cm, hatarozzatok
meg AD.

b) Ha AD =12 cm és CD = 8 cm, hatérozzatok meg
BD-tés BC-t.

Adott DEF haromszdgben D« = E<X + F<X €s

DA 1 EF,A e EF. HaAD =10 cm ¢és

EF =5-AE, szamitsatok ki az AE, AF és EF

szakaszok hosszat.

Az ABC haromszogben A« = 90°, AM 1| BC,

M e BC, % = l és BC =20 cm. Szamitsatok
MC 4

b) x és 4x, ahol x> 0;
d) 2,7cmés 1,2 cm;

ki AM szakasz hosszat és az ABC haromszog
teriiletét.

A TRAP derékszogl trapézban 74 = P = 90°,
TR=30cm, AP =18 cm és T4 L AR.
Szamitsatok ki a trapéz magassagat.

Az ABCD rombusz
magassaga 20 cm és D
AC N BD={0}.Az OB

szakasz AB oldalra esé

vetlilete 5 cm. A\
Szamitsatok ki a 4 B
rombusz keriiletét.

10, ]

e

&

Az ABCD téglalapban az A pont vetiilete a BD
atlora az E pont, BE =3 DE, és AC N BD = {O}.

a) Hatarozzatok meg a l;—g arany értekét.

b)Ha BD = 82 cm, szamitsatok ki AE szakasz
hosszat.

c) Hatarozzatok meg az atlok altal kdzrezart
hegyesszog mértekeét.

Az ABCD trapéz atloi merdlegesek egymasra,

AC N BD = {0}, és az D c

O pont vetiilete az AB ‘

nagy alapra E. Tudjuk, I

hogy AE =2 cm és
BE-Sem. AE B
a) Szamitsatok ki az OF

szakasz hosszat.
b) Ha CD =5 cm, szamitsatok ki a trapéz

tertiletét.
Az MNPQ téglalapban M4 | NQ, A € NQ és
MANPQ={B}.HaAN=12 cm, AQ =27 cm
szamitsatok ki az MA és MB szakasz hosszat.
Az ABC egyenld szart haromszogben AM a BC
alaphoz tartozé magassagvonal, és MD 1 AB,
D e AB, ME 1 AC, E € AC. Tudjuk, hogy
MD =243 cmés AD =26 cm.
a) Hatarozzatok meg az AB szakasz hosszat.
b) Igazoljatok, hogy DE | AM ¢és szamitsatok
ki a DE szakasz hosszat.
Az ABM egyenl6 oldali haromszogben jeloljiik
D-vel a BM oldal felez6pontjat. Vegyiik fel a
BM egyenesen a C pontot ugy, hogy M a BC
szakasz felez6pontja legyen. Igazoljatok, hogy
_3BC?

16

Az AMN haromszogben AD magassagvonal,
D e MNés AD=3J6 cm, MD =9 cm,
ND = 6 cm. Igazoljatok, hogy az AMN
haromszog derékszogil.

AD?

Az AMN haromszogben AD magassagvonal
DeMNésAD=a - MD,ND=a - AD, a>0.
Igazoljatok, hogy az AMN haromszog derékszogii.
A DREP téglalapban DR = 16 cm és RE = 8 cm.
Hosszabbitsatok meg a DR szakaszt

RO = % -vel. Igazoljatok, hogy DE | EQ.



A befogotétel
Emlékezteto ~

Ha egy derékszogli haromszdgben meghuzzuk az atfogdhoz tartozé magassagvonalat, harom derékszogii
haromszdget figyelhetliink meg, amelyek koziil barmely kett6 hasonlo.
Valoban, az ABC deré¢kszogli haromszdgben (BAC <« = 90°) az atfogdhoz tartozd AD magassagvonal az
alabbi szog-kongruencidkat eredményezi:

e BAC<« = ADB<« = ADC< (mert derékszogek);

e ABD <« = DAC<« (mert mindkettének a BAD szdg a potszoge);

e BAD <« = ACD <« (mert mindkettének a CAD szdg a potszoge).
Az ABD és CAD haromszogek hasonlosagat alkalmazva igazoltuk a magassagtételt. Lassuk, milyen
eredményre jutunk a masik két haromszog-par, az ABC és DBA illetve az ABC és DAC haromszogek
hasonlosaga alapjan?

\: J

Fedezziik fel, értsiik meg!

* Metrikus 0sszefliggések a derékszogd haromszogben

1. tétel. A befogotétel

Egy derékszogii haromszogben barmelyik befogd négyzete egyenl6 az atfogd és a befogd atfogora esé £

vetiletének szorzataval.

Bizonyitas. Az ABC és DBA haromszodgek hasonloak, mert a BAC <« és ADB <« A
derékszog, az ABC <« és ABD < pedig kozos szog. Felirjuk a megfeleld oldalakra

AB _BC _AC
vonatkoz6 aranysort: — =—
DB AB AD C

AB B D
zZ —= B¢ , aranybol kovetkezik, hogy AB*= BC - BD. B
DB AB
Hasonl6 modon, az ABC és DAC haromszdgek hasonldak, mert a ACB <X és ACD < derékszog, az ACB <«

AB AC BC AC BC
és ACD < koz06s szog. Ebbol kovetkezik, hogy — = —— —— =——, aranyparbdl pedig, ho
& &y AD DC AC DC AC P pecis, gy

AC*=BC - CD.

Megjegyzés. A befogotételben szerepld egyenléségek AB =~/ BC-BD illetve AC=+/BC-CD alakban is
irhatok. Ezek alapjan a befogotétel igy is fogalmazhato: Egy derékszogii haromszog barmelyik befogoja az
atfogonak és a befogo atfogora eso vetiiletének mértani kozepe.

Alkalmazas

1. alkalmazas. Az ABC derékszogii haromszdgben 4 <« = 90°, AD az atfogdhoz
tartozé magassagvonal és £ a D pont B szerinti szimmetrikusa. A B pontba allitott
merdleges az EC atmérdji kort F-ben metszi. Igazoljuk, hogy a BFA haromszog
egyenld szaru!

Megoldas. Mivel a BAC haromszog derékszogii, alkalmazhatjuk a befogotételt:
AB*=BC - BD.

Az EFCA félkorbe irt haromszog, tehat derékszogii. Alkalmazzuk az FB
magassigra a magassagtételt: FB* = BC - BE. Mivel E a D pont B szerinti
szimmetrikusa, BD = BE. Ebbél kvetkezik, hogy AB* = FB?, vagyis BA = BF,
tehat a BFA haromszog egyenlo szaru.
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2. tétel
A befogdtétel forditott tétele: Az ABC haromszdgben D = pr, A. Haa D pont a BC szakaszon helyezkedik el €s
AB*=BC - BD vagy AC* = BC - CD, akkor az ABC haromszdg 4-ban derékszog.

Bizonyitas: Megszerkesztjiik az A pont vetiiletét a BC-re. A feltétel szerint D a BC A

szakaszon talalhato. Az AB* = BC-BD feltételt igy is irhatjuk: % = %

A kapott aranyparban a szamlalok a BAC haromszog oldalai, a nevezdk pedig a BDA

haromszog oldalai. A két haromszogben ABC <« = DBA <« és mint k6z0s szogek, igy B D C

az O0.SZ.0. eset szerint a két haromszog hasonl6é. A hasonl6 haromszdgek megfelel6

szogei kongruensek: BAC <« = BDA <. A BDA < derékszog, igy a BAC< is derékszog, tehat az ABC
haromszog 4-ban derékszogii, amit igazolni kellett. Hasonloan végezziik el a bizonyitast az AC? = BC - CD
Osszefiiggésbdl kiindulva is.

Feladat a portféliéba

Igazoljatok ellenpéldaval, hogy a befogdtétel forditott tétele nem érvényes abban az esetben, ha az 4 pont BC
egyenesre esO vetiilete kiviil esik a BC szakaszon!

2. alkalmazas. Az ABC derékszogi haromszogben 4 <« = 90°, AD magassagvonal, £
a D pont vetiilete az AB egyenesre és F' az E pont vetiilete a BC egyenesre. Szamitsuk
ki a BF szakasz hosszat, ha AB= 18 cm és BC =27 cm! D
Megoldas. A feladatban tobb derékszogli haromszog és szerepel €s az atfogohoz F
tartoz6 magassagvonal. Ismételten alkalmazzuk a befogotételt. Az ABC
haromszogben <4 = 90°, az AD az atfogdhoz tartozé magassag AB* = BC - BD, ebbdl

2 L
kovetkezik, hogy BD = AB° = 324 =12 (cm). A E B
BC 27

.C

Az ABD haromszogben ADB < = 90°, DE az atfogdhoz tartoz6 magassag:
2
BD? = BE - AB ebbdl kovetkezik, hogy BE = ZDB = % =8 (cm).

Végiil a BDE haromszogben BED <« = 90°, az EF az atfogohoz tartozd magassag BE? = BD - BF, ebbdl
BE* 64 16

=—=— (cm).
BD 12 3

kovetkezik, hogy BF =

3. alkalmazas: Az ABC derékszdgli haromszogben 4 < = 90°, AD magassagvonal, E a D pont vetiilete az AB
egyenesre és [ az E pont vetiilete a BC egyenesre.

a) Szamitsuk ki a BF szakasz hosszat, ha AB = ¢ és BC = a.

b) Hatarozzuk meg a BF szakasz hosszat, ha AB =18 cm, BC =27 cm.

Megoldds: BAC< =90°, AD | BC, DE 1 AB, tehat az ABC, ABD és BDE haromszogek derékszogliek. Ezekben

a hadromszogekben AD, DE és EF az atfogbhoz tartozé magassagvonalak.
: o BE’
A BF szakasz hosszat a BED, haromszdgben a befogotétel alapjan szamoljuk ki BF = 2D

BD®
A BFE szakasz a BD befog6 atfogora esé vetiilete az ADB haromszdgben, tehat BE = "

AB*
A BD szakasz az AB befogé atfogora esé vetiilete az ABC haromszogben, tehat BD = 2C




Behelyettesitve, megkapjuk a végeredményt BF =

b) Ha

4. alkalmazas. Az ABC derékszogli haromszog atfogojan talalhatd a P pont. Tudjuk, hogy
PB =6 cm. P-nek az AB-re esé vetiilete O, QA =5 cm és OB =4 cm. Szamitsuk ki az AP és

BE®
BD

BD
AB

S}

2

to1gt 203t 2t 6

c=18cmésa=27cm, akkor B ==_ —

@ 277 3

BC szakasz hosszat!
Megoldas. P az ABC haromszog atfogdjan helyezkedik el, a PAB < és PBA <X hegyesszog, P
tehat a Q pont, mint a P pont AB egyenesre esO vetiilete, az AB szakasz bels6 pontja.

Az APB haromszogben PQ | AB, Q € AB, PB>=BQ - BA=4 -9 =136.

A befogotétel forditott tétele szerint az ABP haromszdg derékszogli: APB < = 90°. A 0 B
Az APB haromszogben alkalmazzuk a befogotételt: AP> = AQ-AB = 45, tehat AP = 3 Js (cm).

Az ABC haromszdgben a befogotétel szerint AB* = BC - BP, tehat 81 = BC - 6, végiil BC = 13,5 (cm).

Jegyezd meg!

=—=— (cm).

3 3

* A magassagtétel és a befogotétel két metrikus dsszefliggés. A haromszog magassaga, befogoi,
atfogodja és a befogok atfogora eso vetiilete kozt fennalld kapcsolatokat fejezi ki.
* A befogotétel és a magassagtétel forditott tételei alapjan gyakran igazolhato két egyenes

merdlegessége.

Az ABC derékszdgli haromszdgben 4 < = 90°
¢s AD L BC.
/jA\

B 5 C
Allapitsatok meg a kovetkezd kijelentések
logikai értékét:
p,: Az AB befogo BC atfogora esd vetiilete BD.
p,: Az AC befogd BD atfogora esd vetiilete BC.
p,: AB*=BC - BD.
p,; AC= JBD -DC .
Az ABC derékszogili haromszogben A< = 90°,
AD magassagvonal, az ABD haromszogben
pedig DE magassagvonal. Ha 4D = 24 cm és

DC = 18 cm, szamitsatok ki a BD, AC és AE
szakaszok hosszat!

Az ABCD paralelogrammaban CD = 18 cm

¢s az 4 és B szogek szogfelez6i az E pontban

metszik egymast.

a) Igazoljatok, hogy az ABE haromszog
derékszogii!

b) Ha AB = 3 BE, szamitsatok ki a BE szakasz
AB-re esd vetiiletét!

Szamitsatok ki egy derékszogli haromszog
befogoinak hosszat, ha a befogok atfogora esé
vetiilete:

a)9cmés 16 cm;

b)4 cmés 12 cm;

c) 93 cm és 33 cm;

d)x cm és 9x cm, x > 0.

Az ABCD téglalapban AB=4.5 cm és BE | BD,
E € CD. Ha DE = 12,5 cm, szamitsatok ki a BE
szakasz hosszat és a téglalap kertiletét!

* Metrikus 0sszefliggések a derékszogd haromszogben
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Az ABC haromszogben A< = 90°, AD | BC,

D e BC.

a) Ha BC =20 cm, BD = 7,2 cm, szamitsatok ki
a CD, AB és AC szakasz hosszat!

b) Ha BC =6 cm, BD = 0,4 dm, szamitsatok ki
a DC, AC és AB szakasz hosszat!

c)Ha AB= 5\/8 m, BC = 25 m, szamitsatok ki
a BD, CD és AC szakasz hosszat!

d) Ha AB =2x cm, BD = x cm, szamitsatok ki
BC ¢és AC szakasz hosszat!

A DEF haromszog derékszogii D-ben,

DG L EF, G € EF. A DG egyenes L-ben metszi

az F ponton keresztiil, DE-vel parhuzamosan

huzott egyenest. DE = 15 cm és EF = 25 cm.

Szamitsatok ki az EG, DF és FL szakaszok

hosszat!

Az ROMB rombuszban RM N OB = {4} és

AC 1. BM, C € MB. Ha az OB 4tl6 hossza

24 cm és BC = 8 cm, szamitsatok ki a rombusz

oldalanak és masik atldjanak hosszat!

Az ABCD téglalap AB és AD oldalanak a BD

atlora eso vetiilete 2 cm illetve 6 cm.
D C

MNE

A F B

a) Szamitsatok ki a téglalap méreteit!
b)HaAE L BD,E € BDés EF L AB, F € AB
szamitsatok ki a BEF haromszdg teriiletét!

Az ABC derékszogii haromszdgben A< = 90°,
Az AM oldalfelez6 az AD magassagvonallal
30°-0s szoget zar be. Szamitsatok ki:

DM, ., .
a) a —— arany értékét!
BC

2 2
b) az ﬁj +(£J kifejezés értéket!
4ac) "\ 4B

i3

Az ABC derékszdgli haromszégben 4 <« = 90°,
AD magassagvonal és CD =3 - BD. Hatarozzatok
meg az ABC < mértékét!

Az ABC haromszdgben A< =90°, AD 1 BC,
D e BC,DE 1 AB,E € AB és DF 1 AC,
F e AC.
. (o AE AC
a) Bizonyitsatok be, hogy F A8
b) Igazoljatok, hogy az AEF és ACB
haromszdgek hasonloak!
¢) Ha BD =3 cm és BC = 15 cm, szamitsatok ki

EF szakasz hosszat!

Az ABC haromszdgben A< =135°a D és E

pont a BC oldalon helyezkedik el ugy, hogy

AD 1 BC,CD=6cm, CE=8 cm és AE =4 cm.

a) Igazoljatok, hogy az AEC haromszog
derékszogii!

b) Szamitsatok ki a BE szakasz hosszat!

Az ABC egyenld szarii haromszdgben

BAC< =120°, AD a haromszdg magassagvo-

nala és AP a BAC <« szogfelezdje, P € BC,

AP = 23 cm.

a) Igazoljatok, hogy az APC haromszog
derékszogii!

b) Szamitsatok ki az AC és BC szakasz hosszat!

Az ABC haromszogben BAC <« = 30°,

AB=10cm, BD 1 AC, D € AC. A BD szakasz

BC egyenesre es¢ vetiilete 2,5 cm. Igazoljatok,

hogy az ABC haromszog egyenld szara!

Egy derékszogli haromszog atfogoja 9 cm, a

befogok atfogora esd vetiilete, centiméterben

kifejezve, két primszdm. Szdmitsatok ki a

haromszdg befogdinak hosszat!

Az ABCD rombusz kertilete 60 cm és BD = CD.

Az AB egyenesre A-ban allitott merdleges a BD

egyenest az £ pontban metszi. Szamitsatok ki:

a) az AB szakasz BE egyenesre es0 vetiiletét!

b) az ACE haromszog keriiletét!




Pitagorasz tétele.

Pitagorasz tételének forditott tétele

Emlékeztetd ~

A befogotétel alapjan kiszamithato egy derékszogi haromszog valamely befogdjanak hossza, mint az
atfogo és a befogd atfogodra esd vetiiletének mértani kozepe.

A derékszoghdz tartozo csucsnak az atfogod tartdegyenesére esé vetiilete az atfogd belsé pontja, tehat a
két befogo vetiiletének 6sszege egyenld az atfogoval.

Ezt a két megfigyelést felhasznalva bizonyithatjuk a derékszogli haromszog
geometridjanak egyik legszebb eredményét, a Pitagorasz-tételt, amelyet
hatodik osztalybol ismeriink.

Valésziniileg a matematika 0sszes tétele koziil a Pitagorasz-tételnek
ismeretes a legtobb bizonyitasa.

Fedezziik fel, értsiik meg!

Pitagorasz tétele.
Egy derékszogl haromszogben az atfogd hosszanak négyzete egyenld a két befogd hosszanak négyzetosszegével.

Bizonyitds. Az ABC derékszogii haromszdgben (4 <t = 90°), jeldljiik D-vel az ¢
A pont BC-re es0 vetiiletét. Mivel B és C hegyesszogek, a D pont a BC oldalon D
talalhatd, BD és CD az AB illetve AC befog6 atfogodra esd vetiilete.

2 2
A befogotételt alkalmazva BD = A8 és = A€ .
BC BC 4 B

2 2
BD + CD = BC, ide behelyettesitve: A8~ + AC
BC  BC

Megjegyzés. A Pitagorasz-tétel segitségével ki tudjuk szamitani a derékszdgii haromszog egyik oldalanak
hosszat, ha ismerjiik a masik két oldalt:

1) ha ismerjiik a befogok hosszat, az atfogd: BC =+ AB* + AC?,;
2) ha ismerjiik az egyik befogd és az atfogd hosszat, a masik befogo: AB =+ BC* - AC? , vagy
AC =\ BC* - 4B”.

PTG

CD

= BC, végiil AB* + AC? = BC2.

* Metrikus 0sszefliggések a derékszogi haromszogben

N

Feladat a portfélidéba

Dontsétek el, melyik igaz a kovetkezo allitasok koziil:

1) Egy négyzetben a két atlo hosszanak négyzetdsszege egyenld a négy oldal hosszanak négyzetosszegével.

2) Egy téglalapban a két atlo hosszanak négyzetosszege egyenld a négy oldal hosszanak négyzetosszegével.

3) Egy rombuszban a két atlo hosszanak négyzetosszege egyenld a négy oldal hosszanak négyzetosszegével.
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Alkalmazas

1. alkalmazas M
a) Az MNP egyenl6 szaru haromszogben MN = MP = 15 cm és NP = 18 cm. Szamitsuk :
ki az alaphoz tartozé6 magassag hosszat!
b) Egy egyenlo szart haromszogben a szarak hossza a és az alap hossza b. Igazoljuk,

2
hogy az alaphoz tartoz6 magassag hossza: s = a’ - %

N

¢) Az MNPQ egyenl0 szaru trapézban MN || PO, MN =30 cm, PO = 16 cm és MO =25 cm.
Szamitsuk ki a trapéz magassagat!
d) Egy egyenl6 szaru trapézban az alapok hossza B illetve b, a szarak hossza /.
, (B-b)
YR
Megoldas: a) Az MNP egyenld szar( haromszog alapja NP. Jeloljiik O-val az M pont NP oldalra eso vetiiletét!

N | S

Igazoljuk, hogy a trapéz magassaga: h=,|/

. NP
MQ az alaphoz tartoz6 magassag, tehat MQ oldalfelez6 is: QP = > =9 (cm). Jeldlés: MO =h
Alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt az MQOP derékszogli haromszogben, MOP <« = 90°

h=MQ=MP —~0P" h=+15-9"=12cm.

b) Az el6z6 gondolatmenet szerint QP = g , MP = a és MQ = h. Alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt az MOP

b2
derékszogti haromszogben (< MOP = 90°): h = MO = | MP* —OP* =,|a* - T

c) Az MNPQ egyenld szaru trapézban (MN || PQ) jeloljiik a P és Q pont nagyalapra esd vetiiletét R-rel illetve

MN - PQ

S-sel. MS = RN = =7cm, MO=NP=25cm,h=PR=0S.

Alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt a PRN derékszogli haromszogben:

h=PR=+PN*—RN?, tehat h = 25> = 7> =/576 = 24 (cm).

d) MS=RN = BT_b,MQzNle,thRzQS.

Alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt a PRN derékszogii haromszogben
2
2 _(B-b)
Y

h=PR=+PN>—-RN* =,|I

2. alkalmazas. Az ABC haromszdgben H a magassagpont (ortocentrum).

Igazoljuk, hogy AH* + BC*=BH?+ AC*=CH* + AB".

Megoldas. Figyeljiik a mellékelt abrat! Megrajzoltuk az ABC haromszog koriili kort
¢s megjeloltiik 4 -gyel és C -gyel az 4 illetve C pontok atmérésen ellentett pontjait.
Az ABA,, ACA,, CAC, és CBC, szdgek der¢kszogek, tehat 4 B 1L AB, A C L AC,
C,A 1L AC¢és C\B L CB. Mivel H magassagpont, AH 1. BC, BH | AC és CH 1 AB.
Ebbdl kovetkezik, hogy AH || C B és BH || C\A, tehat BHAC, paralelogramma.
Hasonloan BHCA, is paralelogramma. Kovetkezik, hogy BH=A4,C és CH=A4 B.
Az AA,C és AA B haromszog derékszogl, tehat alkalmazhato a Pitagorasz-tétel:

AA? = AC* + AC? és AA” = AB” + AB*, vagyis AC* + BH? = AB* + CHP.
Hasonléan, a BHAC, paralelogrammaban CCl2 = AC* +BH” és CC12 =BC*+ AH?, tehat
AC*+ BH* = BC* + AH*.




A Pitagorasz-tétel forditott tétele

Ha egy haromszdg két oldalhosszanak négyzetdsszege egyenld a harmadik oldal
hosszanak négyzetével, akkor a haromszog derékszogl, és a derékszog a harmadik
oldallal szemben helyezkedik el.

A mellékelt abra jeloléseivel a Pitagorasz-tétel forditott tétele: Ha az ABC
hdaromszog oldalai kozt fennall a BC* = AB* + AC* osszefiiggés, akkor a
haromszog derékszogii A-ban.

N
oo

Bizonyitas. Az A pontban merdlegest emeliink 4B-re, melyen felvessziik a D pontot

ugy, hogy AD = AC, és D és C az AB egyenes kiilonb6z6 oldalan helyezkedjen el.

Az ABD derékszogii haromszdgben BAD <« = 90° Pitagorasz tétele szerint:

BD?*=AB?*+ AD*. A feltevésbol, BC*=AB*+ AC*= AB*+ AD*. 4
Kovetkezik, hogy BD = BC. Az ABD és ABC haromszogben AB = AB, AD = AC és

BD = BC, tehat az O.0.0. egybevagosagi eset szerint az ABD ¢és ABC haromszdgek DA

o

* Metrikus 0sszefiiggések a derékszog(i haromszogben

kongruensek. Kovetkezik, hogy a BAC <« és BAD <« szogek is kongruensek. Mivel
BAD < =90°, az ABC haromszog derékszogii és atfogdja BC.

A Pitagorasz-tétel forditottja mddszert kinal arra, hogy igazoljuk egy haromszogrol, hogy derékszogii.

Ha ismerjiik egy haromszog oldalhosszait, a kovetkez6 eljaras Példak.
szerint dontjiik el, hogy derékszogii-e: a) Az ABC haromszogben AB =3,
1) Novekvo sorrendbe rendezziik az oldalhosszakat. AC =4 ¢és BC =5. A haromszog
2) A kapott sorrendben négyzetre emeljiik az értékeket. A-ban derékszogii, mert:
3) A két rovidebb oldal hosszénak négyzetét dsszeadjuk és g 3 ) ‘1‘ . <5 ) 5.

Osszehasonlitjuk a legnagyobb oldal hosszanak négyzetével. 3)AB*+AC?>=9+16=BC>.
4) Ertelmezziik az eredményt: ha egyenldséget kapunk, a b) Az MNP haromszgben MN = 4,

MP =5 és NP = 6. A haromszdg nem

derékszogli, mert:
és a derékszog a leghosszabb oldallal szemben helyezkedik el. 1)4<5<6;

2) 16 <25 < 36; @

3) 6+ 25 # 36.

Pitagorasz-tétel forditottja alapjan a haromszog derékszogl

Ellenkez6 esetben a haromszdg nem derékszogi.

3. alkalmazas. Szerkessziink egy O, kozéppontll R, = 21 c¢m, sugaru és egy O,

A
kozéppontu, R, = 20 cm sugar( kort. Tudjuk, hogy O,0, =29 cm, a két kor az 4 és B R, R,
pontban metszi egymast. Igazoljuk, hogy az O 4 egyenes a €(O,,R,) kor érintbje és az 0F+-+= o,
O,B egyenes a C(O,R)) kor érintdje. y
Megoldds: Ahhoz, hogy O 4 az O, kdzépponti kor érintdje legyen, elegendd B

bizonyitani, hogy 0,4 1 O,A.

A Pitagorasz-tételének forditottja alapjan ellendrizziik, hogy az O O, A haromszog derékszogi.
0,0,'=29"=8416s 0, 4>+ 0,4" =21 + 20° = 841.

A két érték azonos, tehat a Pitagorasz-tétel forditott tételének alapjan az O, 0,4 haromszdg derékszogli A-ban.
Ebbdl kovetkezik, hogy az O A egyenes A-ban érinti az O, kozéppontl kort.

Hasonldan jarunk el az O, 0,B haromszdgben: 01022 =29°=841=21"+20"= OIB2 + OZBz. Az egyenlségboil

kévetkezik, hogy O, BO, < = 90°, tehat az O,B egyenes a G(O,,R) kér érintdje. /
203
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4. alkalmazas. Az ABCD konvex négyszdg AC és BD atloi mer6legesek egymasra. A
a) Igazoljuk, hogy a szemben fekvd oldalak négyzeteinek 6sszege allando!
b) Jelentsiik ki és igazoljuk a kijelentés forditottjat! D 0 B

Megoldas. a) Jeloljiik az atlok metszéspontjat O-val. Mivel az atlok merdlegesek
egymasra, az OAB, OBC, OCD és ODA haromszogek derékszogiiek. L
Alkalmazva a Pitagorasz-tételt ezekben a haromszdgekben, megkapjuk a szemben
fekvé oldalak négyzetdsszegeit: AD” + BC* = (A0° + DO”) + (BO’ + CO?) és
AB*+DC?=(40° + BO®) + (CO’ + DO?). Tehat AD* + BC* = AB* + DC".
C

b) A kijelentés forditottja: Ha egy konvex négyszogben a szemben fekvo oldalak
négyzetdsszege egyenld, akkor a négyszog atloi merdlegesek egymasra.
Tételezziik fel, hogy az atlok nem merdlegesek egymasra! Jeloljiik a B és D pontok

AC egyenesre eso vetiileteit B -gyel illetve D -gyel. Mivel B, # D, el8szor tekintsiik az AC A
egyenesen az A-B —D —C sorrendet. Az iras megkonnyitése céljabol bevezetjiik az

AB =p,BD,=1,D,C=u, DD, =wés BB, = q jelolést. B
ABB A ¢€s DD C derekszogu haromszogekben a Pitagorasz-tétel szerint:

AB’® +DC p + q vl +w D

Hasonloan aBB Cés DD A derekszogu haromszogekben:

AD’ + BC’ (p+t) +w+q +(u+t)

A szemben fekvé oldalak négyzetdsszege egyenld, tehat p* + u’ = (p + 1) + (u + £)’.

A kapott dsszefliggés pozitiv szamok esetén lehetetlen. Hasonldan jarunk el abban az

esetben is, ha az AC egyenesen a pontok sorrendje: 4-D —B,—C.

Ellentmondashoz jutottunk, tehat a feltételezés hamis, vagyis az atlok merélegesek egymasra.

' Jegyezd meg!

Pitagorasz tétele: Egy derékszogli haromszogben az atfogd hosszanak négyzete egyenlo a két
befogd hosszanak négyzetosszegével.

A Pitagorasz tételének forditott tétele: Ha egy haromszogben két oldal hosszanak
négyzetosszege egyenld a harmadik oldal hosszanak a négyzetével, akkor a haromszog
derékszogl, és a derékszog a harmadik oldallal szemben helyezkedik el.

’

o

n Elemezzétek a mellékelt abrakat, rajzoljatok le B Az ABC haromszog egyenlo szaru,

Gyakorlatok és feladatok

és egészitsétek ki ugy, hogy igaz kijelentéseket AB =AC =25 cm és BC =40 cm. Szamitsatok
kapjatok. ki a hdromszog magassagainak /1, + h, + h,,
C_ ... T ...=BC* D Osszeget!
/\ n Az ABC haromszogben AB = AC = 8\/§ cm és

E F BAC< =120°. Az A-ban AC-re merdleges egye-

A B DE: = nes a BC oldalt a D-ben metszi. Szamitsatok ki:
a) az ABC < és ACB < szdgek mértékét;
a Szamitsatok ki a mellékelt haromszogek b) a DC és BD szakaszok hosszat.
ismeretlen oldalainak hosszat:
A
h AI 5 R ﬁ\
D E 13 Q B D c



B Szamitsatok ki:

a) egy 8 cm oldalhosszisagu, egyenld oldala
haromszdg magassagat;

b) egy 48 cm keriiletii négyzet atldjanak
hosszat;

c) egy téglalap atldjanak hosszat, ha a téglalap
méretei 2a €s a;

d) egy rombusz keriiletét, ha a rombusz atléi

2 cmés 24/3 em.
Maria egy PARK téglalap alakt park sétanyain
sétal (lasd a mellékelt abrat). A B pontban
egy szokokut talalhato, 480 m tavolsagra a
P ponttol. A D pontban egy szobor talalhato,
120 m tavolsagra az R ponttol. Mutassatok ki,
hogy ha Maria az A — B — D — A itvonalat teszi
meg, az altala megtett ut tobb, mint 1,8 km!

o .
o o,
o .
.,

Az A, B és C pont a C(O,r) koron helyezkedik
el, és AOB<« =90°. A C pont az 4B kis
kériven talalhato, 82 cm tavolsagra az AO

egyenestdl és 4 cm tavolsagra a BO egyenestol.

Szamitsatok ki a kor sugarat!

Egy derékszogii haromszog egyik szogének
mértéke 60°, az atfogd hossza 673 cm.
Szamitsatok ki a haromszdg keriiletét!

Az ABC derékszdgli haromszogben 4 <« = 90°,
BD oldalfelez6 és CE az ACB <« szbgfelezdje,
E € AB.Ha BD =50 cm és AC =80 cm,
hatarozzatok meg az E pont tavolsagat a BC
egyenestol!

Egy egyenl6 szara trapéz nagyalapja 8 cm,
atloja 2413 cm és szérainak hossza 2+/3 cm.
Szamitsatok ki a trapéz magassagat!

Az ABC haromszogben BC=a, AC=a J3 és
AB=2a.

. 1 1
Igazoljatok, hogy A< = 5 B« = 3 C<x.

12 |

i3]

Az MNPQ paralelogrammaban MN = 17 cm,
NQ =16 cm és MP = 30 cm. Hatarozzatok meg
a paralelogramma atloi altal kozrezart szog
mértékét!

A DEF derékszogli haromszogben a DE és DF
befogok hossza 15 cm illetve 20 cm. Az M pont
az EF atfogon helyezkedik el. Szamitsatok ki a
DM szakasz hosszat a kovetkezd helyzetekben:
a) M a BC szakasz felezopontja;

b) MF =4 cm.

Az alabbi dbran B, C és D kollinearis pontok.
Bizonyitsatok be kétféleképpen, hogy az ACE
haromszog derékszogii:

a) Pitagorasz tételének forditott tétele alapjan.
b) Pitagorasz tételének forditott tétele nélkiil.

B 10 cC 5 D

Az OAB, OBC, OCD és ODE haromszogek

derékszogliek, OAB<« = OBC« = OCD < =

=ODE< =90°és OA=AB=BC=CD=DE =

=1 cm (lasd az alabbi abrat).

a) Szamitsatok ki az OB, OC, OD, OF szakasz
hosszat!

b)Has=04+ OB+ OC + OD + OE,
igazoljatok, hogy 7 < s < 10.

¢) Irjatok le egy eljarast, amellyel egy J10 cm
hosszusagl szakaszt lehet szerkeszteni!

* Metrikus 0sszefiiggések a derékszog(i haromszogben
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Z3) A trigonometria elemei a derékszogii haromszogben

Emlékezteto ™

1) Egy haromszogben a nagyobb szdggel szemben nagyobb oldal fekszik, mint a kisebb szoggel szemben.

2) Egy derékszogli haromszogben az atfogd nagyobb, mint barmelyik befogo.

3) Ha egy haromszdg két oldalhosszanak négyzetdsszege egyenld a harmadik oldal hosszanak négyzetével,
akkor a haromszog derékszogi, és a derékszog a harmadik oldallal szemben helyezkedik el.

4) Ha egy derékszogli haromszog egyik szoge 30°-o0s, akkor a vele szemben fekvo befogo hossza egyenld
az atfogd hosszanak felével.

W,
Fedezziik fel, értsiik meg!
Feladat. Az ABC derékszogii haromszogben 4 < = 90° és B« = 30°. C
AC AB AC AB
a) Szamitsuk ki az —, —, —, — aranyt!
BC’ BC’ AB’ AC
b) Dontsiik el, hogy az aranyok értéke fiigg-e a haromszog oldalainak hosszatol? o B
B . -
Megoldas: a) Ha A< =90° és B« =30°, akkor AC = BC , ami aranyparként igy
AC 1 2
irhat6: —=—. @8
BC 2
2
Az ABC haromszogben felirjuk a Pitagorasz-tételt: 4B =  BC* — AC* = , tehat
AB =£-BC vagyis ﬁzﬁ 2)
2 BC 2

Vegulﬁz[ﬁ.gc] (2 BCJ B2 _fFed L g

AC | 2 GSE Ne

b) A fenti gondolatmenet és a szamitasok eredmenyel (az (1)-es, (2)-es és (3)-as Osszefiiggések) nem fiiggenek a
haromszdg oldalainak hosszatol.

Megjegyzés. A fenti szamitasokban csak a kdvetkezo tényezdket kellett figyelembe venni:

1) az ABC haromszog A-ban derékszogi;

2) a B szog mértéke 30°.

3) AC a 30°-o0s szoggel szemben fekvo befogo.
Kovetkeztetés: Minden derékszogii haromszogben, melynek van egy 30°-0s szoge, a fenti négy arany értéke
ugyanaz, fiiggetleniil az oldalak hosszatol.
Kérdések: 1) Mivel magyarazhato, hogy ezek az aranyok nem fiiggnek a haromszogek oldalaitol?

2) Vajon ezek az aranyok mas mértékii szogek esetén is ugyanazok?

3) Milyen értékeket vehetnek fel ezek az aranyok?
Hogy valaszolhassunk a kérdésekre, tekintsiik az ABC és MNP derékszogl B
haromszogeket: A<t = M« =90°és B« = N< =a°, 0 < a<90. o N
Ebbdl kovetkezik, hogy az ABC és MNP hasonl6 haromszogek (Sz.Sz. eset).
A C és P szdgek hegyesszdgek és kongruensek: C<t = P<t =90° —a.°.




A megfelel6 oldalakra vonatkozo aranysor: —C= 48 _BC , tehat — AC _BC 4B _BC , AC_ 4B

e €s .
MPMNNP MPNPMNNP MPMN

ACMPABMNACMPABMN
Ezekbdl szarmaztatott aranyparok: — = —

BC NP’ BC NP’ AB MN AC MP’
Figyeljiik meg, hogy a hasonld haromszdgek oldalai az aldbbiak szerint vannak elrendezve:
1) AC és MP az o.° mértékii szoggel szemben fekvd befogdk;
2) AB ¢és MN az a° mértékii szog melletti befogok;
3) BC és NP a két haromszog atfogoja.
Kovetkezteteés:
Ha egy derékszogii haromszog egyik szogének mértéke a°, akkor:
« az o.° mértékii szoggel szemben fekvo befogod és az atfogd aranya allando;
* az o.° mértékii szog melletti befogd és az atfogd aranya allando;
* az 0” mértékii szoggel szemben fekvd és a mellette fekvd befogd aranya allando; B o
* az o.° mértékii szog melletti és a vele szemben fekvd befogod ardnya allando.
A fenti kdvetkeztetések alapjan értelmezhetdk a szogfiiggvények (trigonometrikus fiiggvények), mint
egy derékszogl haromszog két oldalanak hanyadosai és valamely hegyesszoge kozt fennallé metrikus
Osszefliggések.

a

X

* Metrikus 0sszefiiggések a derékszog(i haromszogben

Ertelmezések Jelentés
1. értelmezés: Ha egy derékszogli haromszog B hegyesszoge a.°, akkor a vele AC

. o
szemben levd befogo és az atfogd hosszanak hanyadosat az adott szog sliiiee = BC
szinuszanak nevezziik. Jelolése: sin B vagy sina.’.

2. értelmezés: Ha egy derékszogli haromszog B hegyesszoge a.°, akkor a mellette levo . B
befogo és az atfogd hosszanak hanyadosat az adott sz6g koszinuszanak soRE = C E'
nevezziik. Jeldlése: cos B vagy cosa.’.

3. értelmezés: Ha egy derékszogii haromszog B hegyesszoge o.°, akkor a vele szemben . AC
levo befogo és a mellette levo befogd hosszanak hanyadosat az adott tgo =
szdg tangensének nevezziik. Jeldlése: tg B vagy tgo.”.

4. értelmezés: Ha egy derékszogii haromszog B hegyesszoge a.°, akkor a mellette levd . AB
befogd és a vele szemben levo befogo hosszanak hanyadosat az adott cgo = ac
szdg kotangensének nevezziik. Jelolése: ctg B vagy ctga.’.

1. alkalmazas. Az ABC derékszdgli haromszogben 4 <« =90° és Bt = a°, 0 < a < 90. Szamitsuk ki a fenti
értelmezések alapjan:
sina® cosa®

a) = b)) ——; c) (sin(xc’)2 +(cosa°)2; d) tga°-ctga®.

cosa smao
Megoldas. a) sina” _ AC 4B _AC BC £—tgoc“,tehélt SIma =tga’.

coso’ BC BC BC AB AB cosa’®

cosa® AB AC AB BC _AB o cosa® o

- —— =ctga®, tehat —=ctga’.

sinoa® BC BC BC AC AC sina®

RY 2 (AC ABY _AC’+ 4B’ _BC’ EERCEPRY
c) (sma) -l—(cosa) _(EJ +(EJ = 3C e =1, tehat (sma) +(s1noc) =1.
d) tgo -ctga’ = sino” cosa”

cosa’ sina’
Megjegyzesek. 1) Az fenti 0sszefiiggések érvényesek barmely derékszogli haromszogben.

2)A (sin oc")2 + (cos oc")2 =1 Osszefiiggést a trigonometria alapképletének nevezzik.

3) O<sina®<1 és O<cosa®<1 barmely o mértékli hegyesszog esetén. /
207



* Metrikus 0sszefliggések a derékszog haromszogben

IZ| Megoldas: a) Sanyi a C pontban all, CD = 20 m tavolsagra az épiilettdl, az

208

2. alkalmazas. a) Szamitsuk ki a sina®, cosa®, tga°, ctga® értékét, ha a.e {30, 60}. C
b) Szamitsuk ki sina°, cosa’, tga®, ctgae értékét, ha o = 45°.
Megoldas: Az ABCA-ben BAC <« =90° és ABC <« = 30°, tehat ACB <« = 60°. 60°

B
BC =2-x jelolést alkalmazva, a befogok hossza AC = TC =x ésAB=x\3.

B 30° A
AB 3 3
a) Ha o =30°: sin30°=£=—x =l, cos30°=—=i=£,
BC 2-x BC 2-x 2
sin30° 1 2 1 3 cos30° /3 2
tg30° = =——==—F7==— §s ctg30°= =—-==43.
8 cos30° 2 3 3 3 s e sin30° 2 1 V3

3 AC
Ha a = 60°: sin60° = AB =co0s30° = £ , €0860° = — = sin30° = —,
BC 2 BC

P

AB AC
t O= — = t ° = 3 t O= — = t ° = .
260 o ° 230° = /3, ctg60 = 230

b) Ha a = 45°, akkor az ABC deré¢kszogl haromszdgben BAC <« = 90°, ABC<x =45° és ACB < =45°.

Alkalmazva az 4B = BC = x jelolést, a Pitagorasz-tétel alapjan BC = 2.

AC  x 1 2

sind5° = cosdso = = = —— = — =22
BC

x\/E\/E 2
4c

tgd5° = ctgd5° = =1.
g g AB

Alkalmazas

3. alkalmazas. Sanyi 20 méterre all egy épiilettdl, amelynek tetejét 60°-os

emelkedési szogben latja.

a) Milyen magas az épiilet?

b) Milyen tavolsagra alljon Sanyi az épiilettdl, hogy az emelkedési szog
45°-0s legyen?

épiilet magassaga AD, ADC < =90° és ACD< = 60°. Az ADC derékszogl - ARS

haromszdgben ismerjiik a CD befogét és meg kell hatarozzuk az AD befogét. € @
AD . . ,_ AD

tg ACD< = D’ kovetkezik, hogy tg 60° = 0

Tehat az épiilet magassaga: AD =20 - tg 60° = 2043 (m).

b) Jeloljiik B-vel azt a pontot, amelybdl az épiilet teteje 45°-0s emelkedési szogben latszik. Az ADB deré¢kszogh

haromszdg egyenld szara, AD = DB = 2043 (m). Tehat Sanyi 20~/3 ~ 34,64 méter tavolsagra kell alljon az

épiilett6l ahhoz, hogy az épiilet tetejét 45°-0s szogben lassa.

Feladat a portfélioba

Hogyan tudna meghatarozni Sanyi az épiilet magassagat, ha csak az emelkedési szogeket és a BC tavolsagot
tudna megmérni?



4. alkalmazas. Szamitsuk ki a C sz6g szinuszat az ABC altalanos haromszogben, amelyben AB = 1 dm,

BC=1,4drnéssinB=%.

Ne kapkod;j!

A

Nem hasznalhatjuk a sinB = A€ Osszefliggést, mert nem tudjuk, hogy az ABCA
derékszogii-e. BC
Megoldads. Az oldalak hosszat kifejezziik centiméterben: AB =10 cm, BC = 14 cm. 5 7 e
Meghuzzuk az AD magassagvonalat: AD | BC, D € BC.

, " . AD .. 3 AD
Az ABD haromszogben ADB <« =90°, sinB = —, tehat — = —.

AB 5 10

Ebbél kévetkezik, hogy AD = 6 cm. Alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt BD > =y AB> — AD* =100 — 36 = 8 (cm)
Az ADC haromszogben ADC < =90°, AD =6 cm és DC = BC — BD = 6 (cm).

. 2
Az ADC haromszog egyenld szart és derékszogi, tehat ACD < = C<x =45° és sinC = g

5. alkalmazas. Az ABC haromszégben A =B« + C<«, AC = 55 cm és sindCB« = 2 . Mutassuk ki, hogy
a haromszog keriilete nagyobb, mint 36 cm. 3
Megoldas. Az A< = B + C<x 0sszefiiggés esziinkbe juttatja a haromszog szogeinek dsszegére vonatkozo
képletet: A< + B + C<x=180°. Ezek alapjan az 4 < + 4 < = 180° egyenldségre jutunk, tehat 4 <« = 90°,
vagyis az ABC haromszog derékszogii.

Mivel sinACB<« = % , kovetkezik, hogy % = % , tehat bevezethet a 4B = 2x, BC = 3x jelolés (x > 0).
Az ABC hiaromszdgben a Pitagorasz-tételt szerint BC? = AB* + AC?, kovetkezik (3x)? = (2x)? + (545 )
Ebbdl kiszamithaté x =5 cm, BC =15 cm és AB =10 cm és ‘K - = 25+ 5J5>25+5-2,2=36 (cm).

Jegyezd meg!
' A

o
(]
Egy derékszdgii haromszogben: 30° 45° 60°
* egy hegyesszog szinusza a vele szemben levo ) 1 NG NE)
befogd és az atfogd hosszanak hanyadosa; st o 7 R By
* egy hegyesszog koszinusza a mellette levo
befogd és az atfogd hosszanak hanyadosa; COS O ﬁ Q 1
* egy hegyesszog tangense a vele szemben levo 2 2 2
befogo és a mellette levd befogd hosszanak NE)
hanyadosa; B 3 1 V3
* egy hegyesszog kotangense a mellette
levo befogo és a vele szemben levd befogod ctg o NE) 1 ﬁ
hosszanak hanyadosa. 3 J

* Metrikus 0sszefliggések a derékszogd haromszogben
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* Metrikus 0sszefliggések a derékszog haromszogben

¥ Gyakorlatok és feladatok

Az ABC haromszogben 4 < = 90°. Masoljatok
le, majd egészitsétek ki a megfeleld

hanyadosokkal:

sinB=... tgB=...

cos C=... ctg C=...
Ch
A B

Az ABC haromszdgben 4 <X = 90°, AB =6 cm,
AC = 8 cm. Jeldljétek a B szog mértékét u°-kal
¢és a C szdog mértékét v°-kal. Masoljatok le és
toltsétek ki az alabbi tablazatot!:

o o
u 14

sin

cos
tg
ctg
A DEF haromszdgben D< = 90°, DE = 8 cm és
sin F'=0,8. Szamitsatok ki a haromszog kertile-
tét!

Egy derékszogii haromszog hegyesszogének
mértéke u°.

a) Ha sinu°® = %, mennyivel egyenld cosu®.
b) Ha cosu® = % , mennyivel egyenld tgu°.

c) Hatgu° = %, mennyivel egyenld sinu®.

Szamitsatok ki:

a) sin30° - tg45° + cos30° - ctg60°

b) sin60° - cos60° + sin30° - cos30° —
— sin45°- cos45°

Az ABC derékszogli haromszdgben B < = 90°,

BD 1 AC, De AC,AD +DC=10cm és

3-AD=2-CD.

a) Szerkesszetek abrat a feladat adatainak
megfelelden!

b) Szamitsatok ki sinC<x, tg4 és cosCBD <«
értékét!

n Az ABC haromszogben 4 < = 90° és

D=pr,.A.HaAD =8 cm ¢s BD =4 cm, sza-
mitsatok ki sin B + sin C értékét!

m Hatarozzatok meg az az alabbi haromszdgek

oldalainak hosszat és szogeinek mértékét!

a) F b) c) K
6 4
‘B TN\ N\
A ] 5 8
D

d) ) T n N
J 4
30
R 12 43l o
309 4
1607\ <
G 3 H P
S

n Egy repiildgép az A pontbdl, 30°-o0s szogben

emelkedik fel a kifutopalyarol, és tovabb egye-
nes vonalban halad. Mekkora # magassagban
lesz 3000 m repiilés utan?

2

Szamitsatok ki az MNP haromszog keriiletét
és teriiletét, ha M<« =90°, MN =18 cm és

tngil

Az ABé’D trapézban 4 <« = 90°, B = 60°,
BC=8cm,CD =12 cm.

a) Szamitsatok ki a trapéz magassagat!

b) Igazoljatok, hogy AC L BC.

A DEF egyenl0 szara haromszogben
DE=DF =18 cm és EF =24 cm.
Szamitsatok ki a DEF szdg szinuszat!



(74) A derékszogii haromszog megoldasa. Alkalmazasok

A derékszogii haromszog megoldasa

Emlékezteto

1) Egy derékszogli haromszog elemei: egy atfogd, két befogo, egy derékszog és két hegyesszog.
2) Ha egy sokszog minden oldala ¢s minden szoge kongruens, szabalyos sokszognek nevezziik.

3) Minden szabalyos sokszdg korbe irhato.

* Metrikus 0sszefliggések a derékszogi haromszogben

Fedezziik fel, értsiik meg!

Megoldani egy derékszogii Példak:

haromszéget azt jelenti, hogy 1) Ha ismerjiik a derékszogli haromszog két oldalat, Pitagorasz-
meghatarozzuk a haromsz6g minden tétel segitségével kiszamithato a harmadik oldal. Ezutan
elemét: mindharom oldalat és szogfliggvények segitségével meghatarozhato a két hegyesszog
mindharom szogét. mértéke.

Egy logikai és szamitasi eljaras- 2) Ha csak egy hegyesszoget ismeriink, akkor a masik hegyesszog
sorozatrol van sz9, célunk a ennek potszoge, tehat az is kiszamithato.

feladatot minél kevesebb ismert Az oldalak meghatarozasahoz viszont nem all rendelkezésiink-
adatbol megoldani. re elegendd adat.

Elemezziink két esetet, melyben meg lehet oldani a derékszogli haromszdget:

E,: Adott a derékszogii haromszog két oldalanak hossza.

1) Pitagorasz-tétel segitségével kiszamithatd a harmadik oldal hossza.

2) Kiszamitjuk egyik hegyesszdg szinuszat, mint a vele szemben fekvé befog6 €s az atfogo aranyat. Ha az igy
kapott érték egyike azoknak, amelyeket a 30°-o0s, 45°-0s €s 60°-o0s szogekre ismeriink, akkor azonosithat6 a
hegyesszog mértéke. Ellenkez0 esetben, a hegyesszog kozelito értékét szogfiiggvény-tablazat vagy szamolo-
illetve szamitogép segitségével hatdrozhatjuk meg. A masik hegyesszog mértéke konnyen kiszamithato, mint az
elsdnek potszoge.

C

1. alkalmazas. Az ABC haromszdégben A< =90°, AB=4 cm, AC = 43 cm.
Hatarozzuk meg a BC atfogo hosszat és a hegyesszogek mértékét.
Megoldas. A BC atfogdt Pitagorasz-tétel alapjan szamitjuk ki:

BC=AB? + AC? =16+ 48 =64 =8 (cm).
_£_4\/§ NE) ' AT B

sin B —— =—— ez egy ismert érték, tehat B<t = 60°, C<x =90° - 60° = 30°. 4
BC 8 2

43

Megjegyzés. Az elobbi alkalmazasban adott volt a két befogd. Hasonldan jarunk el akkor is, ha az egyik befogo
¢s az atfog6 adott.



* Metrikus 0sszefliggések a derékszog haromszogben

Feladat a portféliéba

Oldjatok meg az MNP haromszdget, ha M < = 90°, MN = 12 cm és NP = 12 V2 cem.

E,: Adott a derékszogii haromszog egyik oldalanak hossza és két oldalanak aranya (az egyik hegyesszog
szinusza, koszinusza, tangense vagy kotangense)

Két esetet kiillonboztetiink meg:
a) Az adott hosszisagu oldal az adott arany egyik tagja (szamlaldja vagy nevezdje). Kiszamitjuk az adott
arany masik tagjat, ez nem mas, mint a haromszdg valamely oldalanak hossza, majd a fentebb targyalt
E -es esetben ismertetett eljarast folytatva kiszamitjuk a haromszog 6sszes elemét.
b) Az adott hosszasagi oldal nem szerepel az adott ardnyban.

Két alesetet kiillonboztetiink meg:
b,) Az adott aranybol €s az adott oldalbol kiindulva, a Pitagorasz-tétel alapjan kiszamithato a masik két oldal
hossza. Tovabb a fent targyalt E esetre vonatkoz6 eljarast alkalmazzuk.
b,) Az adott aranybol kiszamitunk egy jabb aranyt, amelyben szerepel az adott oldal, majd az E -ben leirt
modon folytatjuk a megoldasat.

2. alkalmazas. C D
Az ABC haromszogben 4 <« = 90°, ctgdBC<« =3, BC =5 cm és AD az atfo-
gohoz tartoz6 magassagvonal. Szamitsuk ki a kovetkezo kifejezések értékét:
1
b) E2 =AB - sinC+ AC - sinB.
Megoldas. a) Meghatarozzuk az AB, AC és AD szakasz hosszat.
AB . AB? AB?
Az ABC derékszogli haromszégben ctgB = — = 3. Kovetkezik, hogy =9, Y > = 2
AC AC? AB* + AC 10
: . AB>  AB’
¢és a Pitagorasz-tétel alapjan T =—— = 2 . A haromszog oldalai: 4B = i (cm),
BC 25 10
AB- A 1
AC =\BC? — AB* = ~— (cm) magassaga AD = ¢ 3\/7 \/7 — = 3 (cm).
BC 2 2 5 2
Behelyettesitve: E| = 3\/7 . £ 2.
2 2 3
b) Az E, kifejezést megkapjuk, ha behelyettesitjiik a sinC-nek ¢€s sinB-nek megfelelé hanyadosokat:
AB AC _ 4B +4C* _ BC?
AB - sinC+ AC - sinB= AB- 2B 4 40 AC _AB°+ACT _ BC_ b 5 (em).
BC BC BC ~ BC

Megjegyzés. A hegyesszogek pontos mértékét nem tudjuk meghatarozni, mert a ctg ABC <« = 3 nem szerepel
az altalunk ismert értékek kozott. Szogfiiggvény-tablazat, zsebszamologép vagy szamitdgép segitségével
meghatarozhat6 a szog kozelitd érteke: 18°26°.




@ A derékszogii haromszog alkalmazasa a szabalyos sokszog elemeinek
kiszamitasara és mas gyakorlati helyzetekben

Alkalmazas

A. Szamitasok az egyenl6 oldali haromszogben, a négyzetben és a szabalyos hatszogben
(oldal, apotéma, teriilet, keriilet)
A szabalyos sokszogekkel kapcsolatban rendszerint a kdvetkezokre utalunk: a sokszog oldala, a sokszog szége,
a sokszog koré irt kor sugara, a sokszog atloi, a sokszog apotéemdja, a keriilete és a teriilete.
Szamos feladatban adott a szabalyos sokszog egy vagy tobb eleme, és kiszamitjuk a tobbit.
Ilyen értelemben a 3, 4 és 6-oldalu szabalyos sokszoget fogjuk tanulmanyozni.
L-lel jeloljiik az n-oldalu szabalyos sokszog oldalat, és R-rel a koriilirt kor sugarat, n € {3, 4, 6} esetben.
A kovetkezokben levezetiink néhany hasznos dsszefiiggést.

A1. A szabalyos sokszog oldalanak hossza és a koré irt kor sugara kozotti 6sszefiiggés
* Az ABC egyenl6 oldalu haromszdgben a nevezetes vonalak egybeesnek €s a haromszdg koré irhatd kor O

04 1
kozéppontjaban metszik egymast. Az O pont az A4, oldalfelez6t O_Al = > aranyban osztja.

L
Az ABA, der¢kszogii haromszogben AB =L, és BA, = 3

Alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt: 44, = JAB* — BA? = ?L

AO akoriilirt kor sugara: R = 40 = %AA1 = L, tehat L = R/3 .

J3

* Az ABCD négyzet az O kozéppontl korbe van irva. A négyzet 4tloi egyben a kor
atméroi, tehat az O pont az atlok metszéspontja és felezi az atlokat. Az ADB derékszogi

54 o
a

* Metrikus 0sszefliggések a derékszogd haromszogben

haromszdgben AB = L. A Pitagorasz-tételt szerint DB = VAB? + AD* = L\2. D
04, OB, OC, OD a kériilirt kor sugarai: R = OB = %BD = % tehat L = R2 .

VAN
Z

* Az ABCDEF szabalyos hatszog az O kdzéppontu korbe van irva.
Az egyik oldalhoz tartozé kdzépponti szog mértéke 360° : 6 = 60°.
Az AOB egyenl6 oldalu haromszogben AB = L, és a kor sugara OA. Tehat L = R.

* Az n oldalu szabalyos sokszog n darab, egymassal kongruens, egyenld szart
haromszdgre bonthatd. A kor O kdzéppontja kozos csucsa mindegyik haromszognek,
a haromszogek alapja a szabalyos sokszog egy-egy oldala, a hdromszogek szarai a
kor sugarai. A haromszdgek kozos O csticsahoz tartozo magassagvonalai kongruensek
egymassal, tehat a koriilirt kor kozéppontja egyenld tavolsagra talalhato a szabalyos F
sokszdg minden oldalatol.

@ |
N/

1. értelmezés. A szabalyos sokszog koré irt kor kozéppontjatol a sokszog oldaldig mért tavolsadgot a szabalyos
sokszog apotémajanak nevezziik.

Jelolés: egy n oldalu szabalyos sokszog apotémajat a -nel jeloljik.




= Az. Az apotéma és a koriilirhaté kor kozotti osszefiiggés
) ) 5
= / \ W N
= N D B ‘ K ’ M
= < F
g c N b AP
= C E
& d(0, AC) = a, d(0, BC) =a, d(0, CD) = a,
2 Az AOM haromszogben A BOM héaromszogben A COM héaromszdégben
% alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt:  alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt:  alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt:
= ay = OM = AO? — AM> a, = OM =\BO* - BM? ag = OM =CO*> - CM?
L3 R L R2 L3 R3
a3:—:— a4:—:— a6:_:_
6 2 2 2 2 2

A3. A szabalyos sokszogek szogei
Az alabbi 0sszefliggések is az el6z6 alkalmazas 4braira vonatkoznak:

ABC e’gyenlo“oldalu ABED s ABCDEF s%abalyos
haromszog hatszog
Keét szomszédos oldal dltal | p ) _ 00 ABC< =90° ABC< = 120°
kozrezart szog
Egy oldalhoz tartozo AOB< =120° AOB< =90° AOB< = 60°
kozépponti szog

A,. A szabalyos sokszog Keriilete és teriilete

Az n-oldalu szabalyos sokszog keriiletét az oldalak hosszanak &sszegeként értelmezziik: ‘K, =n - L.

K,=3-L K,=4"L K ,=6"L
A sokszoglapot n darab kongruens, egyenld szari haromszogre bontjuk, ezek egyik csticsa kdzos a
sokszog koré irt kor kozéppontjaval, és a haromszogek alapja a sokszog egy-egy oldala. A haromszogek
magassaga egyenlo sokszdg apotémajaval. Kovetkezik, hogy az n oldali szabalyos sokszog teriilete:

L-
q_'n:n. 2 n

q; = T4=L2 Tﬁ =6

Iz| 1. alkalmazas. Egy egyenl6 oldalti haromszog és egy négyzet csicsai ugyanazon a koron
helyezkednek el.
a) Ha az egyenld oldalil haromszdg oldala 12 cm, szamitsuk ki a négyzet apotémajat.
b) Ha a négyzet teriilete 72 cm?, hatarozzuk meg a haromszog apotémajat.
Megoldas: Jeloljiik ABC-vel a haromszoget és AMNP-vel a négyzetet.
a) Legyen AD az ABC haromszdg magassaga, AB = 12 cm és ADB <t = 90°- Az ABD

. AD . .
haromszdgben: sin(<«XABD) = T = % = % — AD = 6+/3 cm. Mivel O e AD, kévetkezik, hogy
2

AO=R= 3 AD =43 (cm). Az AOM haromszogben AOM < =90°, AO = OM =443 (cm), MAO < = 45°,

és AM anégyzet oldala. Legyen OT L AM, T € AM. Kovetkezik, hogy < ATO = 90° és OT a négyzet apotéméja.



Az ATO haromszdgben sin(7AO <) = % = Q = or =0T =aq, = 2.6 (cm).

2 43
b)T,,,.,= 72 cm?®, tehat AM* =72 és AM = 672 cm. Az AMN egyenld szaru, derékszogli haromszogben

AM=MN= 62 (cm), ebbdl kovetkezik, hogy AN = AM J2=12 (cm). Mivel AN a kor atmérdje,
R=A40=06 (cm).

R
Az ABC egyenl6 oldalti haromszogben AD magassag, O € AD és OD = a; = 5= 3 (cm).
2. alkalmazas. Az 4 és B pontok a C(O,R), koron helyezkednek el, AB =120° és AB = 243 cm. Hatarozzuk
meg a kor sugarat, és a C(O,R) korbe irt szabalyos hatszog apotémajat.
Megoldds: Ha az AB kis koriv mértéke 120°, akkor 4B az egyenlé oldalu haromszog oldala (lasd A,).

Tehdt AB =L = R\/3 =243 . Kovetkezik, hogy R =24, és a = RT\E =1243.

3. alkalmazas. Adott egy 10 cm atmérdji korlemez. Mely esetben lesz az anyagveszteség minimalis: ha 3, 4
vagy 6 oldalu szabalyos sokszdget vagunk ki beldle? Fejezziik ki a veszteséget szdzalékos aranyban!
Megolddas: Vizsgaljuk a harom szabalyos sokszognek megfeleld abrat!

* Metrikus 0sszefliggések a derékszogd haromszogben

A veszteség teriilete egyenld korlemez teriilete €s a szabalyos sokszdg teriilete kozotti kiilonbséggel.

A veszteség terlilete Széazalék
2 (4-m—3J3)R? -
Haromszog g2 V3R :( n-33) 433 004 58,65%
4 4 4-m
-2
Négyzet R -2-R* =(n-2) R T2 100% ~36,3%
T
2 (2-m—3J3)R? -
Hatszég TER2_3\/§R :( T f) 271:2—3\/5100%z17,30%
2 2 ‘T

A szazalékos aranyban kifejezett veszteségbdl lathato, hogy az a hatszog esetében a legkisebb.

B. Gyakorlati alkalmazasok: tavolsagok kiszamitasa metrikus osszefiiggések segitségével
1. alkalmazas.

Az ABC egyenlé oldalti haromszog oldalal0 cm. A haromszoget
csusztatas nélkiil gorditjiik az 4B egyenes mentén, (az dbranak
megfelelden). Szamitsuk ki az 4 pont altal megtett kdrivek hosszat.

Rajzoljatok le a fiizetbe az A pont palyajat, amig az ismét az 4B

egyenesre nem ¢r!

Megoldas. A B,C, a haromszog kiindulasi helyzete.

Els6 Iépés: a haromszog a C| koriil fordul el 120°-o0s szoggel. Az 4 csucs
az A B A, ivet irja le, ennek hossza a 10 cm sugara kor keriiletenek egyharmada (mivel 120°-os kozépponti
szOgnek felel meg, ami 360° egyharmada). Az 4 pont 4 -bdl az 4,-be kertilt.

Masodik 1épés: a haromszog tovabb gordiil a B, koriil jabb 120°-kal, mikdzben az 4 csucs az elsd 1épesben leirt
korivvel kongruens 4,C A, korivet irja le.

2-n-R _4-m-R _40-7

Végeredményben a haromszog 4 csucsa altal megtett ivek hossza 2 - 3 3




Feladat a portfélioba

Fogalmazzatok hasonlo feladatot négyzetre és szabalyos hatszogre vonatkozoan! Oldjatok meg dket!

2. alkalmazas o & B
Egy téglalap alak biliardasztal méreteinek aranya 3 : 5. Mutassuk ki, hogy ha az
asztal egyik sarkabol ellokiink egy golyot, az asztal oldalaihoz (éleihez) képest
45°-0s szogben, és a golyd az asztal éleivel mindig tokéletesen rugalmasan {itkozik, a q
akkor hat titk6zés utan pontosan a szemben fekvo sarokba érkezik. Szamitsuk kia 4
golyout hosszanak az asztal keriiletéhez viszonyitott aranyat.

Megoldas: A téglalap méreteit 3L-lel és SL-lel jelolve, keriilete 16L. A golyd egy sor egyenld szarq,
deré¢kszogl haromszog atfogdja mentén halad. Az atfogok hossza Pitagorasz-tétellel szamithato ki, rendre:

3\/§L, 2\/§L, \/EL, 3\/§L, \/EL, 2\/§L, 3J2L. Osszeadva megkapjuk a goly6 altal megtett ut hosszat 152 L.

* Metrikus 0sszefliggések a derékszog haromszogben

Gyakorlatok és feladatok

n Az ABC haromszdgben A« = 90°.

a) Ha AB =4 cm és B« = 60°, szamitsatok ki a
C szoget, az AC és a BC oldalt!

b) Ha AC =12 cm és sinB = 0,6, szamitsatok ki
AB-t, BC-t és tg B-t!

¢)Ha AB =3-AC és BC =10 cm, szamitsatok
ki sinB-t és az atfogohoz tartoz6 magassag
hosszat!

Az ABC derékszogli haromszogben AD az

atfogohoz tartoz6 magassagvonal, AD = 18 cm

és tgACB <« = 2. Szamitsatok ki AC-t, AB-t és

sinABC < értékét!

Az ABC derékszogii hiromszdogben B < = 90°.

Szamitsatok ki a haromszdg oldalainak hosszat,

szogeinek mértékét és az atfogdhoz tartozo

magassagot az alabbi esetekben:

a) A< = C<x és AC = 122 cm;

b) AB=8cméstgC = V3,

c)BC=2 J3 és Tipca = 243 em2

Az ABCD téglalapban M a CD oldal

felez6pontja és N egy pont a BC oldalon,

amelyre DAM <« = CMN< = u.

a) Igazoljatok, hogy az AMN haromszog
derékszogti!

b) Ha u = 30° és AB = 2 /3 cm, szamitsatok ki
az AMN haromszog és a téglalap teriiletének
aranyat!

A golyéut hosszanak az asztal keriiletéhez viszonyitott aranya

15V2
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A DEF haromszogben D< =45°, E<x = 60° és

DF =32 cm.

a) Szamitsatok ki a DE oldalhoz tartozé FM
magassagot!

b) Szamitsatok ki a FME haromszdg keriiletét!

¢) Mutassatok ki, hogy a DFE oldal hossza
nagyobb, mint 4,7 cm!

Az ABC haromszdgben AB =30 cm, BC = 24 cm,
CA = 18 cm ¢és P az AB oldal felez6pontja.
Mennyivel egyenld n =sinACP < +sinBCP <« ?

Az ABC haromszogben A<« =90°, C<x = 15°

€s AD a haromszog magassaga.

a) Rajzoljatok meg az ABC haromszog AM
oldalfelezdjét és hatarozzatok meg az ADM
haromszog szogeinek mértékét!

b) Ha BC = 4a, fejezzétek ki az AM és MD
szakasz hosszat a fliggvényében!

c) Igazoljatok, hogy 4-AD*=AC - AB.

Az A, B, C pontok kollinearisak ebben a

sorrendben, AB=2 cm, BC=8 cm és DB | AC,

DB =4 cm.

a) Mennyivel egyenld sinADB < + sinBDC < ?

b) Szamitsatok ki az ADC haromszog keriiletét!

A TRI 4ltalanos haromszdgben R < = 60°,

TR=8cm,RI=12cmés TA L RI, A € RI.

a) Hatarozzatok meg az AR és T1 szakaszok
hosszat!

b) A B pont az R pontnak az Al szakasz felezo-
pontja szerinti szimmetrikusa. [gazoljatok,

hogy a BTR haromszog derékszogii!



m Az ABCD rombuszban 4B = 24 cm és E Az alabbi tablazatban [, R, a, ‘K és T egy
B AO ., . négyzet oldalat, a négyzet koré irhatd kor
ACN BD =1{0}. Ha BO V3., szamitsitok ki sugarat, apotémajat, keriiletét és tertiletét jeloli
a rombusz atloinak hosszat! (a méretek cm-ben, illetve cm*-ben adottak).

EN Az ABEF derékszogli trapézban AB || EF, Mz,lso,lj,awk le, ’Vegerzzertel? cla .szuk’seg?res
° o , szamitasokat, és egészitsétek ki a tablazatot!
A< =90,Bx =60",4AB=15cm és BD az

ABE <« szogfelezoje. ! R ¢ S 7
a) Szamitsatok ki a trapéz kisalapjanak hosszat! 2) 8
b) Ha C a BF atl¢6 felez6pontja, szamitsatok ki b) 1042
az ACE haromszog kertiletét! 0) 5
EA 4BC egyenls oldalu C ) 324
hz}romsz?g es" 0 ? , ; m ABCDEF szabélyos hatszog és O a hatszog koré
haromszdg koré irhatod e s s .
o ] irhato kor kozéppontja. E D
kor kozéppontja. Nevezzétek meg azt a sza-
Nevezzétek meg azt kaszt melynek a hossza:
a szakaszt, melynek a A a) a hatszog koré irhatdé F
hossza: kor sugara;
a) a haromszog koré irhatd kor sugara; b) a hatszog beirt
b) a haromszog beirt korének sugara; korének sugara;

¢) a hatszdg apotémaja.

Az alabbi tablazatban [, R, a, ‘K és T egy
szabalyos hatszog oldalat, a hatszog koré irhatd
kor sugarat, apotémajat, keriiletét és tertiletét
jeloli (a méretek cm-ben, illetve cm?-ben

¢) a haromszog apotémaja!

EE} Az alabbi tablazatban /, R, a, K és T egy 7
egyenld oldalu haromszog oldalat, a haromszog
koré irhatd kor sugarat, apotémajat, keriiletét és

teriiletét jeloli (a méretek cm-ben, illetve cm?- adottak).
ben adottak). / R a K T
36
/ R a T a)
3 S b) 3
a) o) 5
b) 43
d) 1443
¢)
343 Masoljatok le, végezzétek el a sziikséges szami-
d) 36+/3 tasokat, és egészitsétek ki a tablazatot!
m Az ABCDEF szabalyos hatszdg oldala 24 cm.
Masoljatok le, végezzétek el a sziikséges Szamitsatok ki:
szamitasokat, és a) az ACB < és BDF < mértékét;
egészitsétek ki a tablazatot! D 1) c b) a hatszdg koré irhatd kor sugarat;

c¢) az ADE haromszdg keriiletét;

d) az ACDF négyszog teriiletét.

Szamitsatok ki egy egyenld oldali haromszog
Nevezzétek meg azt oldalanak hosszat, ha a haromszog koré irhatd kor
a szakaszt, melynek a 4 E B sugara ¢s az apotémaja kozotti kiilonbség 2 cm.

m ABCD négyzet és O az
atlok metszéspontja.

hossza: m A C(O, R)kor sugara R = J1lem. frjatok a

a) a négyzet koré irhato kor atméroje; korbe egyenld oldalti haromszdget, négyzetet
b) anégyzet beirt korének sugara; és szabélyos hatszéget, és JGIOIJétCk az oldalaik
¢) a négyzet apotémaja. hosszat /,-mal, [ -gyel illetve /-tal! Mennyivel

egyenld 1372 + 1472 +Z672

* Metrikus 0sszefiiggések a derékszog(i haromszogben



* Metrikus 0sszefliggések a derékszog haromszogben

Ismeretfelméro

Hivatalbol: 10 pont.

L Ird ki minden feladat esetében az egyetlen helyes vilasz betijjelét!
5p | 1. Egy 200 cm? teriiletii négyzet atlojanak hossza:
A. 30cm B. 24cm C. 20cm D. 15cm
5p | 2. Egy egyenld szaru haromszog szarainak hossza 15 cm, az alaphoz tartozé magassaga 9 cm.
A haromszdg alapja:
A. 24 cm B. 20cm C. 28cm D. 32cm
5p |3. Az ABC derékszogii haromszogben 4 < = 90°, 4D magassagvonal, BD = 3 cm, és CD = 12 cm.
Az AD szakasz hossza:
A. 8cm B. 9cm C. 10 cm D. 6cm
5p | 4. Egy korcikk teriilete a teljes korlap teriiletének nyolcadrésze.
A korcikkhez tartoz6 kdzépponti szog mértéke:
A. 30° B. 45° C. 60° D. 15°
5p | 5. Az ABC haromszogben AB =6 cm, BC=8 cm és AC = 10 cm. Az AB szakasz AC egyenesre eso
vetiilete:
A. 32cm B. 24cm C. 63cm D. 3,6cm
6. Az ABCD egyenl6 szarQ trapézban AB || CD, AB =17 cm, CD =5 cm és cosBAD <« = 0,75.
5p A nem parhuzamos oldalak hossza:
A. 8cm B. 10cm C. 12cm D. 16cm
o |7. Egy derékszogii haromszogben az atfogdhoz tartozd magassag 672 cm és az egyik befogo
atfogora esé vetiilete 6 cm. A haromszdog teriilete:
A 36\2 B. 182 C. 542 D. 482
5p | 8. Egy egyenl6 oldalu haromsz6g sulypontjanak az oldalaktol mért tavolsaga 2 cm.
A haromszog koré irt kor sugara:
A. 2cm B. 4cm C. lcm D. 6cm
IL.  Ird le a feladatok részletes megolddsat!
1. Az ABCD téglalapban AB < BC, az atlok az O pontban metszik egymast, és BO =10 cm. A P pont a
D pontnak az AC atlora esd vetiilete és AP — CP =12 cm.
5p |a) Készitsetek a feladat adatainak megfeleld abrat!
10p |b) Szamitsatok ki az AC és DP szakasz hosszat!
10p [c) Hatarozzatok meg az atlok altal kdzrezart szog tangensét!
2. A mellékelt abran a pirossal huzott szaggatott vonal egy Yo
motorversenypalya nyomvonaldt dbrdzolja. A versenypalya | |
egy telket vesz koriil, mely az ABHIJK szabalyos hatszogbdl, | !
a BCDE ¢s EFGH négyzetekbdl és a BEH szabalyos e E|_
haromszogbdl all. Tudjuk, hogy AB =450 m, és a versenypalya y 4 B AN
hossza 20%-kal nagyobb, mint a telek kertilete. y S,
10p [a) Szamitsatok ki a versenypalya hosszat, km-ben kifejezve! NE /\H ///
15p |b) A versenyek soran, az EM szakasz mentén kihazott sodro- R \M A \\\\G )/
nyon egy videOkamera mozog és légi felvételeket kozvetit. N\ oA ™
Igazoljatok, hogy EM < 1,3 km! e 4




() Osszefoglalé feladatok

Végezzétek el az alabbi szamitasokat a valds szamok halmazaban:

a) 14244 b) 104420++/25  ©) 64+3-/144
d) 3064233134256 ¢ %J@%MJM f) 0,(7)-/36 —2,5-1/400

4
. 2 2
9 V255 h) 22 3.4 g i \/(—\/5) +\/(\/§—3) :
a) Igazoljatok, hogy 4=~ 24,01+437,21 természetes szam!

V4,84 +4/10,89

b) Igazoljatok, hogy B =+/146,41 :(—\/1,21) egész szam!

Soroljatok fel az M = {x eN|4/0,(4) <x< 1+ 4,(4)} halmaz elemeit!

Hatarozzatok meg azokat az n természetes szamokat, amelyekre az alabbi szamok racionalisak.

16 5-n 100 —n? 1
—,n<20:b ; \/ ; d \/ :
a) n B ) n B C) 81 > ) 50_1’12

Abréazoljatok a valds szamtengelyen a kovetkezd pontokat: 4(—2), B( 2 ), C(4- 2 ), D(5). Hatarozzatok
meg az AB és CD szakasz hosszat, és dontsétek el, melyik a nagyobb. Indokoljatok meg a valaszt!

-1 -3 -1 -3
1 -1 2 1 .
Haa=|—| +|—| és b=| ———| +| -——=| mennyivel egyenld c=[+a|+[7-+/6-b|2
%) (&) =) 5 edefp =64

Szamitsatok ki x és y mértani kdzéparanyosat, ha \/ ( x—+2 )2 + \/ ( Y- 22 )2 <0.

Oldjatok meg a kovetkezo linearis egyenletrendszereket:

2-(x—2)+3-[y—l)=2 x_x—y+1:y
3 3
a) 1 ) . .
y—x+
5| y+—|=4-(x=1)-= P |
(y 3) (r=l)=3 o=y

Egy papir-irdszer kereskedésben eladtak egy nap 200 négyzethalos és vonalas fiizetet vegyesen, 588 lej
értékben. Ha egy négyzethalos fiizet ara 3,60 lej, egy vonalas flizeté pedig 2,40 lej, hany négyzethalos
flizetet adtak el aznap?

A mellékelt téglalapot az oldalaival pdrhuzamos egyenesek segitségével négy
tartomanyra osztottuk, és néhany tartomanyba beirtuk a teriiletét.

a) Hany téglalap lathat6 az abran?

b) Mekkora a legnagyobb téglalap teriilete?

16 cm?

12 cm? 27 cm?

n Az EFGH négyzet csucsai a (©(O,r),korén vannak, és a kor kdzéppontjanak ta-

volsaga a négyzet oldalatol 4/2 cm. Szamitsatok ki a kor sugarat, keriiletét és a
korlap tertiletét.

« (Isszefoglald feladatok



* (Isszefoglald feladatok

g &

220

§ &8 &
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Legyen ABCD egy konvex négyszog, M egy pont a négyszog AC atlojan, ME | AB, E € BC és MF || CD,

F e AD.
a) Igazoljatok, hogy AF - BC=BE - AD! B
b) Ha AF _CE bizonyitsatok be, hogy M az AC 4tl6 kozé tja!
D" EB’ y , hogy M az AC 4tl6 kozéppontja!
A mellékelt abran az ABC és EFG haromszdgek egyenld oldaltiak, T, =144 cm?,

AE = EC és DG = GE. Szamitsatok ki a CDGF négyszog teriiletét! G
Az ABCD téglalap egy O kdzépponti korbe van irva és AC =2 - BC.

a) Bizonyitsatok be, hogy a téglalap atloi az O pontban metszik egymast!

b) Az AOD haromszog teriilete 43 cm?. Szamitsatok ki a kér keriiletét és a korlap
teriiletét!

Az ABC haromszogben AB=AC =12 cm, BC = 1242 cmésBMa haromszog oldalfelezd egyenese.

Hatarozzatok meg cos <AMB értékét!

Egy egyenl6 szart trapéz nagyalapja 30 cm, kdzépvonala 27 cm és magassaga 4 cm.

a) Szamitsatok ki a trapéz keriiletét és atloinak hosszat!

b) Szamitsatok ki a nagyalap egyik végpontjanak a tavolsagat a trapéz azon szaratol, amelyiken nincs rajta.

Az ABCD derékszogl trapézban A« = D& = 90° és M a BC szaron egy pont,
amelyre érvényes, hogy BM =3 - CM. D,
a) Fejezzétek ki az M pont tavolsagat az AD egyenest6l az alapok N
figgvényében: AB=x¢és CD =y, x > y.

b) Ha AD =22 cm és DAM< = 60°, mennyivel egyenlé AM ?

!

Az ABC haromszogben AB =6 cm, AC =4 cm és A% = 60°. Szamitsatok kia A4 &
haromszog teriiletét, kertiletét és az A pontbol huzott magassagvonal hosszat!
Az ABCDEF szabalyos hatszog oldala 1 dm. Az AC, BD, CE, DF, EA B
¢és FB atlok paronként metszik egymast €s meghatarozzak az MNPORS N
hatszoget (lasd a melléket abrat). Az AD egyenes a BF-et G-ben metszi, \
a CE-t pedig H-ban. s~ N
a) Bizonyitsatok be, hogy MNPQORS szabalyos hatszog! N 0
b)Szamitsatok ki az AG, GH és HD szakasz hosszat! 1 *
c¢) Hatdrozzatok meg a két hatszog apotémajanak aranyat! AN
Legyen ABCD egy konvex négyszog, M egy pont a négyszog AC atldjan, \
ME| AB,E € BCés MF|| CD, F € AD. O\

. AF CE E D
Igazoljatok, hogy D + BC 1.
Az ABCD téglalap CD oldalan felvessziik az E és F pontot ugy, hogy

CD

pE=P 45 cr-2.
4 3

Ha AE N BF={M} és MT L CD, T € CD, hatarozzatok meg az % arany értékét!



() Ev végi felmérok és megoldasok

(> Ev végi felmérs 1

Hivatalbol: 10 pont

L Masold le az alabbi kijelentéseket! Az igaz allitasok mellé irj az iires négyzetbe I jelt, a hamisak mellé
pedig H jelt!
5p | 1. A+20++/45—-+/80 kifejezés értéke J5.
5p |2. Az (x+3)*=25kifejezés értéke — 4.
1
5 [3. Hax>0,y<0ésx>=5,)? =20, akkor E-x-y=—5.
5p | 4. Ha egy trapéz alapjainak hossza 6 cm illetve 14 cm, akkor a k6zépvonalanak hossza 9 cm.
5p | 5. Egy négyzet teriilete 64 cm?. A négyzet keriiletét 32 cm-rel novelve, a teriilete 256 cm? lesz.
5p [6. Az A(1,3) és B(5, 0) pontok kozatti tavolsag 10 (m.e.).
. 4
II. Az ABC derékszogii haromszdgben BAC <« =90°, AB =24 cm és sinC = — , tovabba AD és AM az atfo-
gbhoz tartoz6 magassagvonal illetve oldalfelezd. 5
Tarsitsd az A oszlopbeli kovetelmény sorszamat a B oszlopbeli helyes valasszal!
A B
5p 1. BC= a. 18cm
ap 2. AC= b. 144cm
c. 44cm
ap 3. AD= d. 12cm
e. 30cm
o 4. DM= f.  142cm
1.  /rd le az alabbi feladatok részletes megolddsat!
1 1 1 2 1 3
1. Adott: a=+6.[ L+ L —\B.[—+—]—ﬁ.(———].
(\/5 V2 j V2 6 J6 243
10p |a) Végezd el a szamitasokat és allapitsd meg, hogy melyik igaz: a € Q vagy ae (R \ Q) ?
5 -1
10p | b) Hasonlitsd 6ssze az a szamota b = ‘(—gj szammal!
2. Egy téglalap alakt kartonlemez méretei 20 cm illetve 30 cm.
10p | a) Szamitsd ki a téglalap atlojanak hosszat!
10p |b) Hatarozd meg a minimalis szamu egyforma négyzetlapot, amelyre a kartonlemez felbonthato ugy,

hogy a négyzetek oldalanak hossza centiméterben kifejezve egész szam legyen!

o Ev végi felmérdk és megoldasok
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() Ev végi felmérs 2

Hivatalbol: 10 pont

L Ird ki minden feladat esetében az egyetlen helyes vilasz betijjelét!
J25 , ,
50 [1. Adottaz 4=<0,(8);4/0, (l);\/g ;T;4, (123) ¢ halmaz. Az A N R\Q halmaz elemeinek szama:
A 2 B. 1 C. 3 D. 4
5p | 2. Kiszamitva a (2@ +2 ) 2 —% kifejezés értékét, az eredmény:
A. 10 B. 2 C. 1 D. 5
50 (3. Han =27 és p =—42 akkor:
A. n>p B. n=p C. n=-p D. n<p
5p 4. Egy derékszogii haromszdgben a befogok egyenesen aranyosak 8-cal és 15-tel, az atfogd hossza
pedig 17 cm. A haromszog kertilete:
A. 60cm B. 50cm C. 40cm D. 30cm
5p |S. Egy egyenld oldali haromszdg apotémaja 2J3em. A haromszdg oldalanak hossza:
A. 8cm B. 12cm C. 15cm D. 6cm
— 1
p | 6. AC(O,r) koron az AB kis koriv és nagy koriv mértékének aranya —. Az AOB < mértéke:
A. 30° B. 45° C. 60° 7 D 90°
x + y=11 .
M |7. Az egyenletrendszer megoldasa:
—x+1ly=1
A M={110)}  B. M={(10;1)} C. M={(-L10)} D. M ={(1;-10)}
5p |8. AC(O,r) korsugarar =5 cm, AB és CD parhuzamos hurok, 4B =8 cm, CD =2 J21cm. Az 4B és
CD egyenesek kozotti tavolsag:
A. 4cm B. Scm C. 6cm D. 8cm
II.  [rd le az aldbbi feladatok részletes megolddsat!
20p |1. Azx,y ész természetes szamok teljesitik a \/x+2 =3 és /y-(z+3) =2 egyenldséget.
Szamitsatok ki x, y, z és /x+ y+z értékét!
2. Az ABCD derékszdgi trapézban A <« = D< = 90°, a nagyalap 4B =20 cm ¢és a kdzépvonal
MN=14 cm, M € AD, N € BC. Tudjuk, hogy CN = 10 cm. Szamitsatok ki:
10p [a) a) atrapéz kisalapjanak hosszat;
10p |[b) D) atrapéz teriiletét;
10p |c) aBAC< tangensét!
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1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

2.2

VALOS SZAMOK HALMAZA

Természetes szam négyzetének négyzetgyoke.
Pozitiv racionalis szam négyzetgyokének
kozelitése 2.3
1.1C;2.D;3.C;4.D;5.C;6.C;7.B; 8. D;

II.1.2) -8; b) 4;¢) 0,(1). 2.a=2,b=0,5.

3.271m.

Tényezok kiemelése a gyokjel aldl.

Tényezok bevitele gyokjel ala

I.L1.1.2.H.3.1.4.H. II.1.D. 2. B.3.A. 4. C.
5,A.6.A.7.D. III.1-b;2—a;3—c;4—c¢;
5-d;6-f.IV.B={1,4/3,4/6,4/10,415,
J21,247 6,445 1. 24
Valoés szamok abrazoldsa a szamtengelyen
kozelités segitségével. A szamok
osszehasonlitasa és rendezése. Valds szam
abszolut értéke
L1.C.2.A.3.A;D.4.B.5.C.6.D.7.D.

I1. a) negativ; b) pozitiv.

1L 1. 10. 2.2) V10 ; b)2.

Miiveletek valés szamokkal. Az a+/b alaki
nevezok gyoktelenitése
I.L1.B.2.A.3.C.4.D.5.A.6.C.7.C. 8.

D. IL1.a)-3;b)a=v2,b= 3, majd 32
Osszehasonlitjuk a szamok négyzetét.

2. E(\/5)=-10, E(—/5) = 10, nulla.

n valos szam siulyozott szamtani kozepe,

n > 2. Két pozitiv valés szam mértani kozepe
I.1.C;2.A;3.B;4.B;5.C;6.C; 7. D; 8. A.
I.1.a)a=1,b=3;b)a=1,b=9;c) 3,24.
2.a)x= 2\/§,y= 6\/§;b)<.

x* = a, alaki egyenletek, ahol ¢ € R.
1.1.C;2.B;3.D;4.A;5.B; 6. C.

IL 1. (x + 25)*=5625,x=50. 2.2a)27 m;
b)H=81m,sz=27m;c)216 m.3. x e N

a poszter oldala, x> > 6 - 2,4 : 4=3,6 ésx < 2,4.
Eredmény: x = 2.

@

EGYENLETEK ES
EGYENLETRENDSZEREK

a - x + b =0 alakua egyenletek, ahol o, b € R.
Egyenlet megoldashalmaza. Ekvivalens
egyenletek

1.1.D;2.A;3.D; 4. C; 5. A; 6. B.

II. 1. a) 7; b) —4; ¢) —4; d) b és c ekvivalensek.
2.0)u(3a+19)€{0,5} = u(a)e{7,2} =
u(2a+91)=5;b)a=067.

Két kétismeretlenes linearis egyenletbdl
allé egyenletrendszer. A helyettesités és a

* Ev végi felmérdk és megoldasok

kikiiszobolés médszere

.1.C;2.B;3.C; 4. A; 5. A; 6. B.
ILlx="3=y=-1y=-1=>x=-3;
x=06=y=17y=14=x=0,2;
x=1+42=y=2+32;

2.x=3,y=-2. 3.a=5,b=24.
Egyenletekkel vagy linearis
egyenletrendszerekkel megoldhaté feladatok
1.1.B; 2. A;3.D; 4. C. II. 1. x a tort kezdeti
értéke értéke, x=y—4,2x =y + 1,x=5,y=9.

2 +£—l-5—a +ﬂ—9—m+96

T e T2 120 ¢ 150_101’1
—120,5=30. 3 x4y= > x—p=—.x= —
a 2 X y 6’x y 69x 25

AZ ADATSZERVEZES ELEMEI
Fiiggvényi kapcsolat
1.1.B;2.A;3.D;4.C;5.C; 6. A; 7. C; 8. D.
II. 1. lasd az 1. abrat; 2. 5 cm — 25 km; 20 km
— 4 cm; 7,5 cm — 37,5 km; 350 km — 70 cm;
12 cm — 60 km. 3. ¢) lasd a 3. abrat.
4.a)A=B=1{1,2,3,4};b)y=5-x

. Z1 5

Mo ldbra p ;

2 1 1
! 1 2 1
TOT T2 3 3 3

2.abra

NEGYSZOG

A paralelogramma tulajdonsagai.
Alkalmazasok a haromszogek
geometriajaban
1.1.C;2.D;3.A;4.B;5.C; 6.D; 7. B; 8. C.
I1.1. 2) ABO <« = ODC<; b) ABCA = ADCA
(0.0.0.)

123



« Evvégi felmértk és megolddsok

124

4.3

4.4

2. MBC<« + MCB<« =90°. 3.IBC<« =BCL<x
= IB|| LC; ICB<« =CBL<x = IC|| BL.

4.a) BAC«x =C<« =60°, ABC<x =ADC« =
120°;b) AD =8 cm, ‘K =24 cm; ¢) CE =8 cm,
CF =24 cm.

Sajatos paralelogrammak: téglalap,
rombusz, négyzet
1.1.B;2.C;3.D;4.B;5.B; 6. A; 7. D; 8. C.
II.1. a) DBC<« =45°, GBF <« =45°;

b) CF L BF, DB | BF = BD || CF;

c) MO || BF, AO || BF.

2. DMA<x =120°= EMF <, BNC<«x =120° =
=ENF<«,E«x =F<x =60° DM = MA,

DF =AE = MF =AE . 3.8x+ 14y =30,
x,ye N=>x=2,y=1,h2>7 (m).

A trapéz: osztialyozas, tulajdonsagok.

A trapéz kozépvonala
I.1.A;2.C;3.B;4.C. 1I.1.b; 2. ¢; 3. a;
4.d. 1IL. 1. a) BCE<« =30° = BEC« = 60°;
AED <« = EBF < =60°,b) BF = EF és

BF =FC. 2. a) MN kozépvonal NP = MN =
MP || AB, MP = AB; b) DN kozépvonal az
AMPA; DN || AM, DN < AM, AMP <. = 90°;

¢) BMCP paralelogramma.

Keriiletek és teriiletek
1.1.C;2.D;3.D;4.B;5.C; 6.B; 7. A; 8. C.
II. 1. a) AM =48 cm, AT =24 cm, 4 = 576 cm?.
b) 75%. 2. COPA = EOQA = CP = QE,

PO =00, apoi K i, = Ko

3.9)7 =22 cm*, T, =18 cm?,
b) CTCMP = CTABCD - CTAMP - CTBM - C‘TCDP =14 cnr’.
AKOR

Kiils6 pontbél hiizott érintd
1.1.C;2.D;3.D;4.B;5.C;6.B;7.4; 8. C.
II. 1. a) AM =48 cm, AT =24 cm, A =576 cm?;
b) 75%.

2. COPA = EOQA = CP = QE, PO = QO,

majd Kpor = Kypop 3-8) Ty = 22 12,
T. ..=18cm?

CDPN

0T =T sy — T sp— Ty — T opp = 14 c.

ABCD ~— " AMP

Korbe irt szabalyos sokszogek
I.1.C; 2. A;3.B;4.D;5.B; 6. D; 7. C; 8. B.

II. 1. b) CT’@ = 407[ sz; C) q-'a: 29857'[

cm?;

d) lzgn cm.
2

2. AMQA = BNMA = CPNA = DQPA =
MN = NP = PQ = OM; NMO < = 15° + 60° +
+15°=90°. 3. Mindegyik szog 120°;

b) AB < BC; nem szabalyos sokszog.

HAROMSZOGEK HASONLOSAGA
I.1.b; 2.¢;3.¢c;4.d. I1.1. A; 2. D; 3. B; 4. C.
HI.1.a) BD=4cm; b) CI=CA =6 cm;
c)AB=15cm.

2. 2) ADEA ~ PBEA (S2.52.); b) 20 =1 ;
AE AF BD 6
) —=—-=2
EP FC

METRIKUS OSSZEFUGGESEK A
DEREKSZOGU HAROMSZOGBEN
I.1.C; 2.A;3.D;4.B;5.D;6.A;7.C; 8. B.
I1. a) 1asd a mellékelt abrat:

D D C
0

A B

b) AC=204=20B=20; AP—CP=12¢és
AP+ CP=20; AP=16, CP =4; ABCA-ben
a magassagtételbdl: BP = 8;
PB 4
c) tgPOB«x =——=—.
)teP PO 3
III. 2) 0,45-11-1,2 = 5,94 km;

0,453
—_— <

b) EM=2-045+ 13

< 0,453 <0,8 (1)

EV VEGI FELMERO 1

I.1.1; 2. H; 3. 1; 4. H; 5. I; 6. H. 1L 1. 1—e¢,

23

2-a,3-b,4—c. Ill.1.a)a= T; b)a<b.
2.a) 104/13 ; b) 6.

EV VEGI FELMERO 2

1.1.B;2.C;3.A;4.C;5.B;6.B; 7. B; 8. B.
IL.1.x=7,y=1,z=1;2.a) CD =8 cm;
b)T,,., =224 cm*c) 2.

BCD



Programa scolara poate fi accesata la adresa:
http://programe.ise.ro.



tankonyvnek van wyomtatott
es dugitalis valtozata.

A digitalis valtozatnak hasonlo
tartalomjegyzeke van.
Kibovitve multimedias interakitio
tanulast tevekenysegekkel
(interaktiv gyakorlatok, neveles
jatekok, animaciok, filmek,
szimulalasok).

Traditie din 1989
2
ISBN 978-606-33-4736-8

7

8606311347368

9



